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Introduction

En rédigeant ces notes de cours j’espere aider les étudiantes et étudiants a s’introduire
aux courbes algébriques, en francais, en ayant un minimum de bagage algébrique. Il s’agit
la de la base d’un cours de 45 heures en derniére année de premier cycle universitaire. Pour
I'instant I’exposition se veut minimaliste avec les principales définitions ainsi que tous les
résultats démontrés en classe et le lecteur, la lectrice trouveront certainement qu’il manque
d’exemples et d’exercices. J’espere avoir le temps de peaufiner la présentation dans une

version ultérieure.

Les courbes algébriques constituent le premier chapitre de la Géométrie algébrique, un
sujet a la fois tres vaste et sophistiqué des mathématiques contemporaines. S’il est vrai
que les cours de Géométrie algébrique appartiennent foncierement aux études de cycles
supérieurs, il m’apparait plus qu’opportun de ne pas attendre jusque la pour développer
les parties les plus élémentaires ou classiques et 1’étude ici proposée des courbes algébriques
remplit au moins trois roles importants dans la formation de premier cycle : (1) elle
donne un exemple éclatant de la puissance des techniques algébriques dans un sujet in-
trinsequement géométrique au départ (2) elle donne lieu a des résultats profonds qui se-
ront grandement généralisés dans le contexte des variétés algébriques, avec des preuves
élémentaires d’une grande beauté (3) elle laisse entrevoir comment des questions en appa-

rence intuitives sont traitées de maniere satisfaisante par des méthodes a caractere abstrait.



Chapitre 1

Courbes algébriques : exemples et motivation

Nous introduisons dans ce chapitre les espaces dans lesquels nous travaillerons pour
I’étude des courbes algébriques et donnons les premiers exemples, définissant au passage

certains concepts élémentaires.

1. Plan affine, plan projectif, leurs sous-espaces... et leurs transformations

L’étude des courbes commence par définir ’espace

A2<R) - {(.%',y) ’ T,y € R}

que l'on appelera dans ce cours le plan affine. Les éléments de cet ensemble sont appelés
des points. Cet ensemble est naturellement muni d’une structure d’espace vectoriel, mais
contrairement & ce qui se passe en Algebre linéaire nous allons nous intéresser a des sous-
ensembles plus généraux que les sous-espaces. Ceci est tres naturel d’un point de vue
géométrique puisque une opération aussi simple que la translation dans A?(R) par un
vecteur donné n’est pas une transformation linéaire (puisque ’origine n’est pas envoyée sur
elle-méme). Un autre exemple simple : la droite £ d’équation z+% = 1 dans A?(R) n’est pas
un sous-espace vectoriel puisque (0,0) ¢ £. Encore plus important : il peut étre intéressant

de considérer plusieurs modeles du plan affine. Par exemple dans R?, le sous-ensemble

P=A{(x,y,2) [ z=1}

n’est pas un sous-espace vectoriel puisque pour p,q € P le vecteur p 4+ ¢ a pour troisieme
coordonnée z = 2. Pourtant P partage plusieurs propriétés avec ’espace vectoriel défini

par z = 0 au sens ot la géométrie de P est modelée sur celle de R2.

DEFINITION 1.1. Un sous-ensemble A C R"™ est dit affine si pour tous u,v € A et
a, B € R satisfaisant a + 5 =1 on a au + Pv € A.

Cette définition signifie que si u,v € A, alors la droite de R™ qui relie u a v est également

dans A puisque cette droite s’exprime en équation paramétrique comme

{tu+(1—t)v|teR]}.
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Une simple induction finie permet de donner une condition encore plus générale :

k k
Zaiui € Asi{uy,ug,...,up} C Aet Zai =1.

i=1 i=1
EXERCICE 1.2. Si V C R" est un sous-espace vectoriel, pour tout u € R™ [’ensemble

V4+u={v+u|veV} est un sous-espace affine de R™.

PRrROPOSITION 1.3. Tout sous-espace affine A C R™ est de la forme V + u pour un

certain sous-espace vectoriel V.C R™ et u € R".

DEMONSTRATION. Soit a € A et montrons que V = A — a est sous-espace vectoriel de
R™. Ona0e€V car a—a €V par définition de V. Pour w —a € V et A € R, on aura

Mw—a)eV <= MNw—-a)+a€ A < I+ (1-NaeA.

Mais cette derniere condition est vraie car A est affine. De plussiwi—a € Vet wo—a €V,

alors (w; —a+ws) € A car A affine et donc (w1 —a)+(wa—a) € A—a tel que demandé. [

EXERCICE 1.4. Soit A un sous-espace affine et a,b € A. Montrez que, en tant qu’espaces

vectoriels, on a A —a = A —b.

On appelle dimension d’un sous-espace affine A la dimension du sous-espace vectoriel as-

socié a A.

Les applications que ’on considere entre espaces affines préservent la propriété d’affinité

et sont donc appelées applications affines. On dit que f: A — B est affine si elle satisfait

fu+pv) = Af(u) + pf(v)

pour tous u,v € A et A+ pu = 1. On remarque que cette condition dit implicitement que
les droites dans A sont envoyées sur des droites de B. Comme pour les sous-espaces affines

et vectoriels, il y a un lien essentiel entre les transformations affines et linéaires.

PRrROPOSITION 1.5. Si f: A — B est affine et a € A, alors Ly: A—a — B — f(a)

donnée par
Li(u) = f(u+a)— f(a)

est linéaire.
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DEMONSTRATION. On montre en premier lieu que L¢(u +v) = Lg(u) 4+ Lf(v). On a
a,u+ a,v+ a € A par hypothese, donc u+v+a=(u+a)+ (v+a)—a€ A car A affine
et 1+1—1=1. Alors

Lp(utv) = f(u+v+a)- f(a)

(
= f((u+a)+ (v+a)—a) - fla)
= fluta)+ flv+a)—fla) - f(a)
= f(uta) = fla) + fv+a) — f(a)
= Ly(u) + Ly (v).

Similairement, on a

Ly(du) = f(Au+a) — f(a)

= fA(u+a)+ (1= Na) - fla)

= Af(uta) + (1 =A)f(a) = f(a)

= Af(u+a) = f(a))

= AL (u).

O

On note en particulier que pour une application affine f: R" — R" on a f = Ly + f(0),
c’est-a-dire que f est la composition d’une application linéaire suivie d’une translation. Ceci

signifie que ’étude des applications affines de R™ se ramene essentiellement a de I’Algebre

linéaire.

Rappelons de I’Algebre linéaire que ’ensemble
GL,(R) ={A € M, xn(R) | A inversible}

forme un groupe sous multiplication matricielle. Ce groupe agit sur R" par (A,v) — Av,
ou A est vue comme une transformation linéaire. Géométriquement, GL,(R) a la pro-
priété d’envoyer des sous-espaces vectoriels de R™ sur d’autres sous-espaces vectoriels et de
préserver la dimension des sous-espaces.

Les transformations qui nous intéresseront sur A%(R) sont appelées transformations affines
ou affinitées, p: A%(R) — A?(R), données par p(v) = Av+b ot A € GLy(R) et b € A%(R).

On vérifie facilement que sous la composition cet ensemble forme un groupe, le groupe des
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transformations affines en dimension 2. La Géométrie affine peut étre vue comme 1’étude
des propriétés d’un espace affine qui sont invariantes sous ’action du groupe des affinités.
Une des propriétés qui est clairement préservée par les transformations affines est celle ex-
primant que des points sont sur la méme droite. Inversement, puisque les transformations
affines sont inversibles, la propriété de ne pas étre sur une méme droite est également une

propriété affine. Ceci meéne a une caractérisation géométrique des affinités :

Théoréme fondamental des affinités : Soient py, p2, p3 € A%(R) trois points non-alignés
et q1,q2,q3 € A%(R) trois autres points non-alignés dans le plan affine. Alors il existe une

unique transformation affine ¢: A%2(R) — A%(R) telle que o(p;) = ¢; pour 1 < i < 3.

Nous nous spécialisons aux cas des espaces de petite dimension n = 2,3 car ils seront
utilisés pour I’étude des courbes algébriques. Les sous-espaces affines de A%(R) sont tres
simples : en dimension 0 ce ne sont que des points isolés, alors qu’en dimension 1 ce sont

des droites du plan, données par une équation de la forme
ar+by+c=0

ou a,b € R et pas tous les deux nuls. Notons qu’une telle expression n’est pas unique :
pour tout o € R*, I’équation aaz + aby + ac = 0 décrit la méme droite de A2(R).

Par ailleurs la droite ax + by = 0 a un lien clair avec celle d’équation ax + by + ¢ = 0 :
elle est confondue a cette derniere si ¢ = 0 ou alors elle est paralléle distincte. En outre la
droite azx + by = 0 est un sous-espace vectoriel de A?(R). Lorsque ’on étudie I'intersection
de deux droites quelconques on distingue deux cas en fonction des sous-espaces vectoriels
associés & ces deux droites : (1) s'ils coincident, les deux droites sont confondues ou n’ont
pas d’intersection (2) s’ils different, les droites correspondantes ont un unique point d’in-

tersection.

Conclusion : L’intersection de droites dans A2(R) peut étre vide ou pas, ce qui est un
défaut majeur de A%(R).

Ceci nous mene a considérer un espace plus vaste pour I’étude des courbes algébriques : le

plan projectif réel, noté RP?, défini par

RP? = R® — {0} / R*
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ott R* agit sur R® par multiplication scalaire : deux éléments (x,y,2) et (2/,y',2") de
R? — {0} seront équivalents dans RP? si et seulement si IA € R* | (z/,1/,2') = Az, v, 2).
La classe d’équivalence dans RP? d’un élément u € R? sera notée par le symbole [u]. On a
donc [u] = [v] <= INER* | u= v

Il est important de bien réaliser que RP? est tres différent de R3, bien qu’il provienne
de ce dernier apres avoir quotienté par R*, et un travail important de base est de savoir

distinguer ce qui se passe dans R? et ce qui se passe dans le quotient RP2.

DEFINITION 1.6. On appelle droite projective dans RP? un sous-ensemble

L=PV)={u) eRP* |u eV onV CR> sous-espace vectoriel de dimension 2}.

Le gain est clair lorsque 'on passe de A?(R) & RP?, tel qu’illustré par la symétrie parfaite

entre les énoncés des deux propositions suivantes :

PROPOSITION 1.7. Par deux points distincts de RP? il passe une unique droite projec-

tive.

PROPOSITION 1.8. Deux droites projectives distinctes de RP? s’intersectent en un

unique point.

Les deux preuves sont basées sur des notions d’Algebre linéaire dans R3. Pour la premiere,
deux points distincts de RP? définissent deux sous-espaces linéairement indépendants de
R3, L, et Lo, qui engendrent ensemble un unique plan V passant par lorigine. Alors
L = P(V) est 'unique droite projective passant par les deux points.

Pour la seconde, £1 = P(Vy) et Lo = P(V3) sont deux droites distinctes, donc Vi # Vs
dans R3. On sait par I’Algebre linéaire que deux sous-espaces distincts de dimension 2
s’intersectent dans R? en un sous-espace de dimension 1, ce qui définit bien I'unique point

d’intersection entre £q et Lo.

Sur RP? on peut introduire la notion de coordonnées homogenes, analogues aux coor-
données cartésiennes du plan A?(R), de la facon suivante. Prenons {vy, va,v3} une base de

R3 et écrivons tout vecteur v € R® — {0} comme
UV = (U1 + Qa2 + (33,

ou les ay; sont des réels pas tous nuls. Par rapport a cette base, on peut donc écrire v en
coordonnées comme v = (o, a2, a3). Le point de RP? définit par v est donc [v] et on lui

associe ses coordonnées homogénes [, ag, as]. Ces coordonnées homogenes satisfont, pour
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tout A € R*, la relation [Aaq, Mg, Aas] = a1, ag, as).

Une des utilités des coordonnées homogenes est de faire rapidement le lien entre A%(R)

et RP? de la facon suivante. On a

RP? = {[X,Y, Z] | X,Y,Z € R pas tous nuls}
={[X/Z,Y/Z 1] | X,Y,Z € R avec Z # 0}
U{[X,Y,0] | X,Y € R pas tous nuls}

L’ensemble {[X/Z,Y/Z,1] | X,Y,Z € R avec Z # 0} peut étre vu comme le plan affine
A%(R) que 'on a placé dans R3 comme {(x,y,2) € R®| 2 = 1} en posant z = X/Z,y = Y/Z
et z = Z. De plus 'ensemble {[X,Y,0] | X,Y € R pas tous nuls} définit clairement une
droite projective, obtenue & partir du sous-espace Z = 0 de R3. Cette droite projective peut
étre identifiée & RP! = R? — {0} / R*, en utilisant la correspondance (X,Y,0) «— (X,Y).
Ceci donne une décomposition de RP? en une partie affine et une droite dite & I'infini. Il est
toutefois important de bien saisir que cette décomposition n’est pas intrinseque a RP2. Par
exemple outre Z = 0, on peut facilement décomposer selon les droites projectives Y = 0 ou
X = 0. En fait n’importe quelle droite projective £ C RP? donne lieu & une décomposition

ou L est considérée comme la droite a 'infini.

On peut donner plusieurs interprétations du plan projectif réel. Par exemple en termes
d’Algebre linéaire, RP? est ’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension 1 dans R? :
RP? = {L c R® | dimL = 1, L sous-espace vectoriel}. On peut également prendre des
représentants unitaires (c’est-a-dire de longueur 1 dans R3) pour chaque point de RP?,
auquel cas le plan projectif réel est vu comme la sphere unité de R3 quotientée par 'action
antipodale de {£1} : RP? = S2/{+1}.

La classe de transformations de RP? qui nous intéresse est celle des transformations
projectives, qui seront une généralisation naturelle des transformations affines rencontrées
plus tot. Une telle transformation projective 7: RP? — RP? provient d’une transformation

linéaire T' € GL3(R) (c’est-a-dire que T est inversible) en faisant la définition suivante :

DEFINITION 1.9. Une application 7: RP? — RP? est appelée transformation projective
si elle est donnée par 7([v]) = [Tw] pour tout [v] € RP?
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On note que 7 est bien définie au sens ou elle ne dépend pas du représentant v choisi dans

[Tv] : sion a [w] = [v], il s’en suit que w = Av pour un A € R* et alors
7([w]) = 7([W]) = [T(h)] = [ATv] = [Tv] = 7([v]).

Etant donné la définition adoptée pour les transformations projectives de RP?, il est facile
de voir que I’ensemble des transformations projectives forme un groupe sous la composi-
tion, isomorphe au groupe de matrices PGL3(R) = GL3(R) / {\ | A € R*}.

En utilisant la décomposition RP? = A%2(R)URP!, oti le plan affine est vu comme le plan de
R? satisfaisant Z = 1, une transformation affine A2(R) — A?(R) doit préserver la condition
Z = 1. Ceci signifie que pour pouvoir représenter f par une matrice A de dimensions 3 x 3,

il faut en particulier avoir

* *
Al x| = | %
1 1

Mais comme on sait également qu’une transformation affine satisfait f(u) = Ls(u)+ b, la

matrice A sera une matrice 3 x 3 ayant les blocs suivants

A= (Fr b,
00 1

Ceci donne immédiatement la caractérisation suivante des transformations affines parmi

les transformations projectives

PROPOSITION 1.10. Une transformation projective : RP?2 — RP? peut étre interprétée
comme une transformation affine <= T préserve la décomposition RP? = A?(R) U RP!,
c’est-a-dire que T(RP') = RP!.

Ce résultat indique que les transformations projectives sont beaucoup plus vastes que la
classe des transformations affines. Par exemple, contrairement aux affinités, on peut trou-
ver une infinité de transformations projectives envoyant trois points non-alignés de RP? sur
trois autres points non-alignés. Par contre, on a le théoréme suivant pour deux ensembles
de points { X1, X, X3, X4} et {Y1, Y, Y3, Yy} dits en position générale, c’est-a-dire que tout
sous-ensemble de 3 points parmi les X; n’est pas constitué de points alignés et méme chose

pour les Y.
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Théoréme fondamental de la Géométrie projective : Etant donné { X, Xo, X3, X4}
et {Y1,Y5,Y5 Y} en position générale, il existe une unique transformation projective
7: RP2 — RP? telle que 7(X;) = Y; (1 <i < 4).

DEMONSTRATION. Soient X; = [v;] et YV; = [w;] pour 1 < i < 4 ot v, w; € R? — {0}
(1 < i < 4). Par la condition de position générale, {v1,v2,v3} forment une base de R? et
donc on peut exprimer vy = Ajv1 + A\ov2 + A3vs, pour certains scalaires \; € R (1 <14 < 3).
A nouveau la condition de position générale impose que aucun des A; ne peut étre nul.
Puisque v; représente \;X;, on aurait pu choisir des le début des représentants tels que
vg = v1 + v2 + v3. De plus ces v; (1 < i < 3) sont uniques une fois que l'on fixe vy car
{v1,v2,v3} est une base de R3.
Le méme raisonnement s’applique a Yi,Ys, Y3 et Yy, si bien que 'on peut choisir des
représentants w; (1 < i < 4) tels que wy = wy + we + ws. Par I’Algebre linéaire, on

sait qu’il existe une unique 7' € GL3(R) telle que Tv; = w; (1 < i < 3). De plus on aura
Tvy =T(v1 +v2+v3) =T +Tva + Tvg = w1 + wa + w3 = wy

donc T induit bien une transformation projective 7 telle que 7(X;) =Y; (1 <i < 4).
Pour 'unicité de 7, si on a 7/ une autre telle transformation projective définie & partir de
T' € GL3(R), on sait par 'hypothese que T'v; = av; (1 < i < 4) pour certains «; € R
(1 <i<4).On a ainsi

aqwy =T'vg =T (v1 +va 4+ v3) = T'v1 + T'vg + T'vs = aywy + agws + azws

ce qui donne

wyq = %wl + %EU)Q + Z*i%}
Mais comme on avait déja la représentation unique wy = wy + we + ws, on sait des lors
que ’on doit avoir %i =1 (1 <14 < 3). Ceci implique que T"v; = ayTv; (1 <4 < 3) si bien
que 7 = 7 tel que voulu.

0

Notons pour finir que nous pouvons abstraire un peu les constructions faites ici en
changeant le corps de base sur lequel on travaille, en passant de R a C. Ceci donne, d’une
part, A%(C) le plan affine compleze. Cet espace est difficile & visualiser puisqu’il est de
dimension réelle 4, mais nous verrons qu’a plusieurs titres il est plus naturel pour 1’étude

des courbes algébriques que A%(R). D’autre part, le passage de R & C dans la construction
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que nous avons faite du plan projectif réel RP?, permet de construire le plan projectif
compleze

CP? =C?® - {0} / C*.
Cet espace CP? sera en quelque sorte le nec plus ultra pour 1’étude des courbes algébriques.
On a encore une décomposition CP? = A2?(C) U CP!, mais elle est difficile & visuali-
ser convenablement. Les calculs en coordonnées homogenes y sont toutefois aussi faciles

que pour RP2. Les transformations projectives qui nous intéressent sont obtenues comme
PGL3(C)=GL3(C) / {\ | A € C*}.

2. Premiers exemples de courbes algébriques

Il y aura 4 types de courbes algébriques dans ce cours : (1) réelles affines (2) com-
plexes affines (3) réelles projectives (4) complexes projectives. Commengons par les courbes
algébriques affines en traitant les deux cas simultanément en posant K = R ou C. On dit

que C est une courbe algébrique affine s'il existe un polynéome f € K[z, y] tel que

C = {(z,y) € A*(K) | f(z,y) = 0}.

C’est donc dire qu’une courbe algébrique affine est tout simplement le lieu d’annulation d’un
polynéme en deux variables défini sur K. Une premiere ambiguité doit ici étre soulignée :

le polyndéme f définissant la courbe C n’est pas unique... Si on définit

V(f) = {(z.y) € A*(K) | f(a,y) =0}
alors on a immédiatement que V(af) = V(f) pour tout a € K* et V(f*) = V(f) pour

tout k € N. Lorsque K = C on verra qu’il s’agit la de la seule ambiguité pour une courbe
algébrique affine complexe, mais voyons des maintenant a travers un exemple que la situa-

tion est désespérée pour le cas K =R :

Dans A%(R), lorigine (0.0) peut s’exprimer comme V(2% + y?), ou encore V(z* + ¢%) ou
méme V (x'2 + y). Bref, le lien entre le lieu géométrique (0,0) et les polynomes ci-dessus
est loin d’étre évident. Un autre probleme illustré par I’exemple ci-dessus est que certaines
courbes algébriques définies sur R possédent un nombre fini de points dans A%(R) alors
que d’autres en ont un nombre infini, comme par exemple le cercle unité du plan A?(R),
C = {(z,y) | #*> +y* = 1}. Pour ces raisons, le cas des courbes algébriques réelles sera
surtout couvert pour développer une intuition géométrique autour des notions définies dans
le cours - car on peut dessiner dans A?(R) ! - mais la théorie sera développée essentiellement

en utilisant le corps des nombres complexes.
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EXERCICE 1.11. Démontrez que toute courbe algébrique dans A?(C) posséde un nombre

infini de points.

Apres les droites étudiées précédemment, les courbes algébriques les plus simples dans
A%(K) sont les coniques. Dans A%(K) celles-ci sont données par une équation polynomiale

de degré 2 en z et y, dont la forme générale est
f(z,y) = ax® + 2bzy + cy® + 2dz + 2ey + f =0

ou a,b,c,d,e et f sont des scalaires dans K, pas tous nuls pour que la courbe ait un sens.
En posant z = X/Z et y = Y/Z et en réécrivant 1’équation ci-dessus on peut considérer
I’équation

F(X,Y,Z)=aX?>4+20Y? + Y% +2dXZ +2YZ + fZ?> =0

qui définit une conique projective, ¢’est-a-dire une courbe algébrique de degré 2 dans KP2.
Notons au passage que la forme du polynéme F(X,Y, Z) définissant une conique de KP? ne
peut étre quelconque puisque dans cet espace on a la relation [X,Y, Z] = [AX, AY, AZ] pour
tout A € K*. Donc si 'on a F(X,Y,Z) = 0 on doit également avoir F(AX,\Y,\Z) =0
pour tout A € K*. On vérifiera, par exemple, que I'équation X2 + Y Z — X ne définit pas
une conique projective a cause de cette restriction. Il est également important de remar-
quer que ceci constitue une généralisation des coniques affines, qui sont obtenues comme
cas particulier en posant Z = 1, car alors X = z, Y = y et les deux équations ci-dessus

deviennent identiques.

En bref, nous savons classifier toutes les coniques possibles et, en fait, nous avons 4 classi-
fications, selon que K =R ou K = C et selon que l'on travaille dans le plan affine ou dans

le plan projectif. Pour les coniques affines, le terme important pour la classification est
az? + 2bzy + cy?.

Ceci peut étre écrit de maniere matricielle comme

(2 ()

On sait alors par I’Algebre linéaire que cette matrice symétrique 2 x 2 est orthogonalement
diagonalisable, ce qui correspond géométriquement & une transformation affine de A?(K)

(en fait une transformation euclidienne) ramenant ’équation de la conique a

ar? + By +2de +2ey + f =0
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ou les termes d,e et f sont peut-étre différents des précédents mais cela n’a aucune im-
portance pour la classification. Sur R la classification dépend des cas a8 > 0, af < 0 ou
af = 0, ou dans chaque cas on procede essentiellement & une complétion de carrés des

équations pour finalement obtenir :

PROPOSITION 1.12. A équivalence affine prés dans A%(R), I’équation générale d’une

conique se réduit a :
2?4yt =1 (ellipse réelle)
2 +y? =1 (ellipse imaginaire)

22—yt =1 (hyperbole)

y =z (parabole)
z? = (droites non-paralléles)
2 = —y? (droites non-paralléles imaginaires)
=1 (droites paralléles)
2 =—1 (droites paralléles imaginaires)
=0 (droites confondues)
La classification sur C découle de ceci, & la différence prées que l'utilisation de 2 = —1

2 ou —xy. Ceci fait,

permet de changer des termes quadratiques du type 22 ou zy en —x
par exemple, disparaitre la distinction entre les ellipses et les hyperboles lorsque ’on travaille

dans A%(C) et on obtient :

PROPOSITION 1.13. A équivalence affine prés dans A%(C), I’équation générale d’une

conique se réduit a :

22—yt =1 (conique générique)

y = (parabole)

z? = (droites non-paralléles)
=1 (droites paralléles)

2 =0 (droites confondues)

La classification projective des coniques est encore plus simple car, rappelons-le, les trans-

formations projectives proviennent de transformations linéaires de R?, ce qui est beaucoup
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plus vaste que les transformations affines du plan A?(KK). Une conique projective d’équation
aX24+2Y? + Y2 +2dXZ +2eYZ + fZ%2 =0

peut s’écrire en langage matriciel comme

a b d\ (X
(XYZ)bceYzO.
d e f] \Z

En se souvenant que le groupe des transformations projectives est
PGL3(K) = GL3(K) / {\ | A € K*}

on peut trouver une transformation projective pour réécrire dans la nouvelle base cette

matrice 3 X 3 comme

a; 0 O
0 a9 0
0 0 a3

et dans ces nouvelles coordonnées la conique s’exprime comme
a1 X? + aY? + a3zZ? = 0.
Le reste dépend du corps de base :

THEOREME 1.14. La classification projective des coniques est donnée par :

(1) Dans RP? toute conique est équivalente ¢ une des suivantes :

X24+Y?4+2%2=0 (conique irréductible vide)
X2-Y?-72=0 (conique irréductible)
X24+Y%2=0 (droites non-paralléles imaginaires)
X?2_vi=0 (droites non-paralléles)

X?=0 (droites confondues)
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(2) Dans CP? toute conique est équivalente & une des suivantes :

X24+Y?2+ 2% =0 (conique irréductible)
X?24+v?2=0 (droites non-paralléles)
X2=0 (droites confondues)

Les coniques et leurs classifications offrent déja la possibilité d’illustrer deux notions
qui reviendront plus tard dans le cours lorsque 'on développera la théorie générale : la
notion de point singulier et la notion de courbe réductible. Intuitivement une courbe sera
réductible si elle peut étre décomposée en une union de plusieurs courbes algébriques et les
coniques réductibles sont donc celles qui sont données comme réunion de droites (réelles
ou imaginaires) dans les diverses classifications ci-dessus. Par exemple dans CP? la conique
définie par X2 +Y? = 0 est également décrite comme 0 = X2 +Y?2 = (X +iY)(X —iY) et
les équations X +iY =0 et X —4iY = 0 définissent chacune une droite projective de CP2.
On note bien sur que lorsque 1'on a une telle décomposition, le degré total (ici 2) doit se

décomposer en une somme de degrés donnant le degré total (ici 1 + 1).

La notion de point singulier est obtenue en regardant les dérivées partielles du polynéme
définissant la courbe algébrique. Dans A%(K) une courbe définie par f(x,y) = 0 aura comme
point singulier P € A?(K) si 'on a

af
ox

_9f

(P)_(Ty

(P) = 0.

Pour une courbe de KP? donnée par F(X,Y,Z) = 0 la condition implique plutét trois
dérivées partielles
oF oF oF
(P = 2 7
0X (P) 8Y( ) 0z

Il est utile de remarquer que les dérivées partielles apparaissant dans la notion de point

(P) = 0.

singulier ne requierent pas d’analyse mathématique, mais plutot il s’agit d’une dérivation
algébrique ou formelle.

Nous ne ferons une étude systématique des points singuliers pour 'instant, mais observons
qu’il peut y avoir un lien entre la notion de réductibilité et celle de point singulier de
courbes algébriques & partir de notre exemple des coniques dans CP?. En effet pour une
conique réductible FI(X,Y,Z) = 0 se décompose en G(X,Y,Z) - H(X,Y,Z) = 0 ou G et
H sont des polynomes de degré 1. Puisque G(X,Y,Z) =0 et H(X,Y,Z) = 0 définissent
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des droites projectives, on sait que dans CP? leur intersection sera non-vide. Soit donc
P c {G(X,Y,Z2) = 0} n{H(X,Y,Z) = 0}. Par la regle de dérivation d’un polynéme

produit, on a

oF oG OH
ax D) = 5x P H(P) + G(P)55(P) =0
oF oG oH
87(13) = W(P)H(P)‘FG(P)W(P) =0
oF oG OH
87(P) = 87(P)H(P)+G(P)87(P) =0

ou chaque ligne est égale a 0 car P satisfait G(P) = 0 et H(P) = 0. On en conclut que
P est un point singulier de la conique réductible. Ce qui est plus surprenant a priori c’est
que la réciproque est vraie : si une courbe conique possede des points singuliers, alors elle

est réductible! En effet, ’équation de la conique est
F(X,Y,Z)=aX?+2bXY 4+ Y2 +2dXZ +2YZ + fZ% =0

et le calcul pour les points singuliers donne

oF
—(P) = 2aX + 2bY +2d7Z
aX( ) =2aX +2bY +2d
OF
oF

Ceci peut s’exprimer sous forme matricielle par

e (p) a b d\ [X
g—{i(P) =2-1b ¢ e Y
9z.(P) d e f)] \Z

La recherche d’un point singulier dans CP? revient donc & trouver des solutions & ce systeme
linéaire dans R? puis & prendre les classes d’équivalence projective correspondantes. Or on
sait par I’Algebre linéaire qu'un tel systéme posseéde une solution <= det A =0, ou A
désigne la matrice 3 x 3 ci-dessus. Puisque la condition det A = 0 n’est pas affectée par un
changement de base, on peut donc simplement se reporter au Théoreme de classification

des coniques dans CP? (Théoreme 1.14 (2)) et vérifier dans quels cas a-t-on det A = 0. On



2. PREMIERS EXEMPLES DE COURBES ALGEBRIQUES 17

constate que cela se produit exactement lorsque la conique est réductible.

Il est & noter que la définition de point singulier par I'annulation des dérivées partielles
semble supposer que si les dérivées partielles de F' sont nulles en P € CP?, alors forcément
F(P) = 0 (c’est-a-dire que P est surla courbe). Ceci n’est pas évident mais découle des faits
suivants d’Algebre polynomiale. D’une part pour une courbe algébrique de CP? donnée par

un polynome de degré k, ce polynéme F(X,Y, Z) satisfait la relation d’homogénéité
FOX,\Y,\Z) = 'F(X,Y, Z)

pour tout A € C*. Ensuite pour de tels polynémes dits homogénes de degré k on a la
Formule d’Euler : k- F(X,Y,Z) = 95(X,V,Z2) X + £(X,V,2) Y + £(X,Y,Z) - Z.

Il s’en suit que lorsque le point est singulier, toutes ses dérivées partielles sont nulles et

ainsi la formule d’Euler dit que le point est sur la courbe F(X,Y, Z) = 0.
Une courbe algébrique n’ayant pas de point singulier est dite non-singuliére.

Un objet qui sera particulierement important dans ce cours est la droite tangente a une
courbe algébrique. Etant donné une courbe projective donnée par F'(X,Y, Z) = 0, pour un
polynéme homogene F' de degré n, au voisinage d'un point [a, b, c] € KP?, on peut écrire
F(X,Y,Z) comme

oF oF

F
a)aiX(C% ba C) + ( b) oY a, ba C) Zn_l

Fla,b,e)Z" + |(X — )57

(a,b,c) + (Z —

plus un reste R(X,Y, 7). Ceci n’est rien d’autre que la formule de Taylor rencontrée en
Calcul différentiel (valable pour les polynémes) mais I’équation peut également étre dérivée
algébri-quement en utilisant la notion de dérivée formelle des polynomes en plusieurs va-
riables. Puisque [a, b, c] est sur la courbe on a F'(a, b, ¢) = 0, 'approximation linéaire autour

du point [a, b, ¢] est donnée par

oF oF oF
aX(abc)(X—a) ay(abc)(Y—b)+a7

mais la formule d’Euler permet de simplifier ceci a

OF OF
8X(a byc) X + — oy

(a,b,¢)(Z —¢)=0

(a,b,c) Y + gg(a,b,c) Z =0,
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ce qui est appelé équation de la droite projective tangente & la courbe en [a,b,c|. Il est &
noter que cette équation n’a de sens que lorsqu’au moins une des trois dérivées est non-nulle

en [a, b, ¢], auquel cas on dit que [a, b, c] est un point régulier de la courbe C.

Dans le cas d’une courbe affine C donnée par f(z,y) = 0, ou f est un polynéme de degré
n, la formule de Taylor en 2 variables donne plutot comme équation de la tangente a la

courbe en un point régulier (a,b)

of of
a—x(a,b)(:ﬂ —a)+ 8—y(a, b)(y —b) =0.

Il sera intéressant de donner une autre interprétation de la tangente en un point d’une
courbe, vue parmi toutes les droites du plan affine passant par ce point (a,b). Pour cela,

considérons ’équation générale d’une droite affine passant par (a,b) :
L={x=a+at, y=b+pt|a,s €K fixes, t € K variable}.

Définissons les termes

k
k ok f o
Ti.(a, B) = —— (a,b) oF B
o) = 3 () gt ) @+
La formule de Taylor algébrique pour un polynéme de degré au plus n peut étre interprétée
comme

h(t) = f(a+ at,b+ Bt) = fla,b) + Ti(a, B) t + %Tg(a, B) 2+ ... + %Tn(a, B) t"

La premiere observation évidente est que, comme f(a,b) =0 et (a,b) € L, on a que t =0
est racine de h(t). Si la droite L n’est pas confondue avec la courbe C, le polynome h(t)
sera non-nul. Si 'on suppose que le point (a,b) n’est pas singulier, les valeurs « et 5 pour
lesquelles T7 (v, ) = 0 correspondent a

of
ox

(a,b) oz—l—gj;(a,b) =0

ce qui est exactement la droite tangente & C en (a, b). Pour ces valeurs précises de « et 3,
on a que t = 0 est au moins racine double de h(t). Si Ta(«, B) = 0, la racine t = 0 est au

moins racine triple de h(t) et on pose :

DEFINITION 1.15. (a,b) € C dont la tangente donnée par Ty (o, ) = 0 satisfait également
Tsr(a, ) = 0 est appelé un point d’inflexion de C.
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Nous verrons plus tard qu’il y a peu de points d’inflexions sur une courbe algébrique non-
singuilere donnée des que la courbe est de degré au moins 3, mais que ceux-ci existent
néanmoins toujours. On peut également montrer que la notion est préservée sous trans-
formations affines. Finalement on peut généraliser le concept aux courbes projectives et
montrer que le résultat est invariant sous transformations projectives. Pour ces courbes pro-
jectives, donnons une caractérisation utile de ces points d’inflexion, appelée caractérisation
Hessienne. Pour simplifier les notations, on prendra des coordonnées [X1, Xo, X3] sur KP2
et autour d’une point P € KP? sur une courbe C donnée par F(X1, Xo, X3) = 0 on écrit le

développement de Taylor comme

3

> F(P)X;

=1

F(X1, X5, X3) = F(P)XJ+ X3ty Z Fii(P)X; X;| X824+ R(X1, X2, X3)

i,j=1

ol on utilise la notation F; = 8 X et Fij = 5 )?28 X . Pour la suite il sera plus parlant d’utiliser

les coordonnées X, Y et Z ainsi que les notations Fx, Fy,Fy et Fxx,Fxy,Fxz,Fyz, Fzz
pour ces dérivées d’ordre 1 ou 2. On suppose que P est un point régulier de la courbe
(c’est-a-dire non-singulier), auquel cas F(P) = 0 et le second terme du membre droit de

I’équation donne la tangente a la courbe en P. Le terme d’ordre 2 peut s’écrire comme

Fxx Fxy Fxgz X
<X Y Z) Fyx Foy Fyg | |vY
Fzx Fzy Fzz Z

On appelle la matrice 3 x 3 ci-dessus la matrice Hessienne Hr de F en P.

DEFINITION 1.16. On appelle déterminant Hessien de F en P la quantité Hp(P) =
det HF.

On montre facilement que la condition Hp(P) = 0 est préservée par une transformation
projective quelconque : si ¢: KP? — KP? est transformation projective, G = F o ¢ et
Q= ¢ }(P), alors Hp(P) =0 <= Hg(Q) = 0.

PROPOSITION 1.17. Un point régulier P € C est un point d’inflexion <= Hp(P) = 0.

DEMONSTRATION. On peut utiliser une transformation projective pour se ramener au
cas ou : (1) P =10,0,1] (2) la tangente & C en P est d’équation Y = 0. Le polynéme de

degré n définissant C est alors de la forme

F(X,Y,Z) =AY Z" ' + (aX? + 2b6XY +cYHZ" 2 +
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Par hypotheése A # 0 et I'intersection de F' = 0 et la tangente Y = 0 en P correspond alors
a la racine [0,1] de F(X,0,Z) = aX?Z" 2 + ... et pour que P soit un point d’inflexion
il est donc nécessaire et suffisant que la condition a = 0 soit vérifiée. On calcule alors le

Hessien de F' en P comme

2a 2b 0
Hr([0,0,1]) = |2b 2 An—1)|=—2a)\(n—1)%
0 An-—-1) 0

Sin—1 =0 alors on a une droite et tous ses points seront forcément des points d’inflexion.

Autrement, on a bien a = 0 comme voulu. O

LEMME 1.18. Sil’on an =degF > 1, alors la relation suivante est satisfaite :

Fxx Fxy Fx
72 - Hp(X,Y,Z) = (n—1)*|Fyx Fyy Fy
Fx F X F

n—1

DEMONSTRATION. Par la formule d’Euler, on a
n F(X,)Y,Z2)=XFx(X,Y,2)+YFy(X,Y,Z)+ ZF7(X,Y, Z)
ainsi que les trois équations suivantes
(n—1) Fx = XFxx +YFyx + ZFzx

(n—1) Fy = XFxy +YFyy + ZFzy
(n—=1)F;=XFxz+YFyz+ ZFzyz

En utilisant ces trois derniéres relations, par une opération sur les lignes de Z - Hp (donnée
par Z-Ls — X -L1+Y - Lo+ Z- L3) on obtient, grace a la formule d’Euler pour les dérivées
partielles d’ordre 1,

Fxx Fxy Fxz
Z-Hp(X,Y,Z)=(n—1)|Fyx Fyy Fyyz
Fx Fy Fy

A partir de ceci, une opération sur les colonnes de Z2 - Hp et I'identité d’Euler pour F

donnent le résultat. U
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Une application de ces idées est obtenue lorsque ’on considere les courbes algébriques
de degré 3. On appelle ces courbes des cubiques et leur étude remonte a Newton, qui avait
étudié le probleme de leur classification. Pour conclure cette section donnant les premiers

exemples de courbes algébriques, nous donnons quelques généralités sur les cubiques.

Commengons par quelques exemples. La cubique nodale de Newton C est donnée par

I’équation affine
y? =2 (x +1).

On peut en donner un croquis approximatif dans A%(R) en considérant I'intersection avec
les droites * = k constante et on a :

- pour k£ < —1 aucune point du plan ne satisfait ’équation

- pour k = —1 on a le point (—1,0)

- pour —1 < k < 0 on a deux points (k, +/k%(k + 1))

- pour k =0 on a le point (0,0)

- pour k£ > 0 & nouveau deux points (k, :l:\/m)

Notons que le point (0,0) est une point singulier de la cubique de Newton puisque les
deux dérivées partielles y sont nulles. On utilise ce point singulier pour construire une pa-
ramétrisation de la cubique de la facon suivante : en posant y = tz, le polynéme définissant

la cubique devient
t22? = 2%(x + 1).

Pour toute valeur = # 0 on peut écrire = t2 — 1, en divisant par 22 & gauche et a droite,
et donc y = t3 — t. Ceci permet de décrire la cubique de Newton partout sauf en (0, 0) par
p:R—=Cou

o(t) = (1 — 1,13 —1).

La cubique admettant une telle paramétrisation partout sauf en un nombre fini de points
en termes de fonctions rationnelles de ¢ (dans ce cas-ci méme des fonctions polynomiales!)

on dit que la cubique de Newton est une courbe rationnelle.

Un autre exemple élémentaire est donné par la cubique de Neil dont la paramétrisation
rationnelle est p(t) = (t2,13). Ceci représente une courbe algébrique d’équation polynomiale

23 —y? = 0 et, & nouveau, (0,0) est point singulier de la courbe. Essayons de voir la cubique
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de Neil dans une famille de déformations en considérant
C = 2 _ .2
e ={(,9) |y =27+ o)}

Lorsque € = 0 on a bien la cubique de Neil, lorsque € > 0 on tombe sur une cubique ayant
le méme type que la cubique de Newton, alors que lorsque ¢ < 0 on voit que pour z < 0

et 0 < x < —e on n’a aucun point sur C, si bien que la cubique n’est pas connexe dans A%(R).

Apres ces quelques exemples, nous nous intéressons au probleme de classification des
cubiques dans CP2. Premiérement il y a les cubiques réductibles, dont le polynéme se
réduit a un produit de polynoémes de degrés 1 et 2 ou de degrés 1, 1 et 1. Dans chaque cas,
cela nous ramene a étudier les coniques et/ou les droites, donc nous considérons ces cas

bien compris. Ensuite on peut se demander quelles sont les cubiques non-singuliéres. Nous

avons le

LEMME 1.19. SiC est une cubique projective non-singuliére elle est forcément irréductible.

DEMONSTRATION. On montre la contraposée : si C est réductible, alors elle possede
au moins un point singulier. Soit donc F(X,Y, 7)) = G(X,Y,Z) - H(X,Y, Z) avec, disons,
deg G =2 et deg H = 1. On a par conséquent

oF oG OH
ax —ox T1C %
or 90G oOH
av oy 1%
oF 0G oOH
oz oz 11952

Ainsi tout point dans I'intersection
{[X,Y,Z] e CP? | G(X,Y,2) = 0} N {[X,Y, Z] € CP? | H(X,Y,Z) = 0}

sera singulier. Il reste ainsi & montrer qu'une telle intersection est toujours non-vide. Ceci
découle du fait que deg H = 1, donc on peut isoler une des variables X,Y ou Z en fonction
des deux autres, si bien que 'intersection est décrite par un polynéme homogéne en deux

variables. Une application du Théoréme fondamental de I’Algébre donne le résultat. ]

LEMME 1.20. Toute cubique non-singuliére posséde un point d’inflexion.
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Nous n’avons pas encore l'outil requis (le résultant de polynémes) pour la preuve de ce
lemme, donc nous 'acceptons sans preuve pour l'instant. Mais le résultat est important
car il nous permet la classification des cubiques non-singuliéres : il n’existe en fait qu’une

unique cubique non-singuliere a transformation projective pres :

THEOREME 1.21. Soit C une cubique non-singuliére de CP2. Par une transformation

projective, on peut ramener l’équation de C a la forme canonique
Y?Z =X(X - 2)(X — \Z).

DEMONSTRATION. Par le lemme précédent, on sait que la cubique C posséde au moins
un point d’inflexion. Par une transformation projective, on peut supposer qu’il s’agit du
point [0, 1,0] et que la tangente & C en ce point est donnée par 1'équation Z = 0. Alors la
cubique C est donnée par un polynéome F'(X,Y, Z) homogene de degré 3 satisfaisant

F(0,1,0) = g—f;(o, 1,0) = g—g(O, 1,0) = Hp(0,1,0) = 0.
En effet le premier terme est nul car [0,1,0] € C, les deux suivants le sont également par
I’hypothése sur la tangente en [0, 1,0], alors que Hr(0,1,0) = 0 puisque [0, 1,0] est point
d’inflexion de C. Puisque C est non-singuliere, on doit avoir
OF

57 (0.1,0) #0.

Par le Lemme 1.18 et selon une écriture légerement différente, on a

Fxx Fx Fxz
Y2 Hp(X,)Y,Z)=4 | Fx 3F Fy
Fzx Fz Fzz

évaluée au point [0, 1, 0] on obtient

Fxx 0 Fxz
0=Hr(0,1,00=4| 0 0 Fz|=-4(Fz(0,1,0))*Fxx(0,1,0).

Fzx Fz Fzz
On en déduit que 'on doit avoir Fxx(0,1,0) = 0 puisque l'on sait que Fz(0,1,0) # 0.
Cette condition sur Fxx garantit que F' n’a pas de terme de la forme Y X? et ceci nous
permet d’écrire

FX,Y,Z)=YZ(aX + Y +~Z) + ¢(X, Z).

Mais ceci implique que l'on a 8 = g—g(o, 1,0) # 0.
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Ce qui préceéde nous permet de définir une transformation projective CP? — CP? par

aX +~v2

X\ Y. Z XY Z
X,v.2) - (XY + =202 7]
pour laquelle ’équation de C devient
X +~Z X +vZ
0= (¥ = 555575) Z (X 4 B(Y = S 205) +972) + 9(X, 2)
aX +~vZ aX +~72
= (V = S50 Z(BY 4 ) 49X, 2),

En développant cette derniere expression, on constate que ’on a une équation de la forme
BY?Z +4(X,Z) =0

pour (X, Z) un certain polyndéme homogene de degré 3. Par le Théoreme fondamental
de I’Algebre, on sait que ce polynéme homogene est produit de trois facteurs linéaires et
qu’en outre le coefficient de X3 est non-nul : autrement (X, Z) serait divisible par Z et
ainsi C serait réductible, contredisant ’hypothese voulant que C soit non-singuliere en vertu
du Lemme 1.19. Il s’en suit qu’apres une autre transformation projective on peut écrire

I’équation de la cubique C sous la forme
Y2Z = (X —aZ)(X —bZ)(X — cZ)

ou a,b,c € C doivent étre distincts pour que C n’ait pas de points singulier, comme le
montre un calcul simple. Une autre transformation projective permet d’obtenir la forme
Y2Z = X(X — Z)(X — A\Z), ot A # 0, 1, tel que voulu. O

La classification projective des cubiques peut étre complétée en considérant le cas des
cubiques ayant des points singuliers. Dans ce cas il faut distinguer les cas ou F' est réductible
ou irréductible.

Si F est réductible, il s’écrit sous la forme F' = G - H avec degG = 2 et degH = 1,
ce qui signifie que la cubique est réunion d’une conique (donnée par G(X,Y,Z) = 0) et
d’une droite projective d’équation H(X,Y, Z) = 0. On applique ensuite la classification des
coniques a G pour obtenir tous les cas possibles.

Le cas ou F est irréductible mais possede un point singulier requiert des outils que nous
n’avons pas encore développés dans le cours (tangentes multiple & une courbe en un point

singulier, multiplicité d’intersection) mais en bref voici les deux uniques types projectifs
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dans ce cas (Voir plus tard le chapitre 15 de [Gib] pour les détails) :
X34Y3-XYZ=0 (cubique nodale)
Y?Z = X3 (cubique cuspidale).
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Chapitre 2

Interlude d’Algebre

Nous faisons ici un bref survol des propriétés des anneaux K[X] et K[X7, Xo, ..., X;],
dont nous aurons besoin pour systématiser notre étude des courbes algébriques. Pour plus
de détails, on pourra consulter les ouvrages classiques de Lang [Lan| ou de van der Waerden
[vdW].

1. Décomposition de polynoémes

On a vu a Chapitre 1 des exemples suggérant qu’il y a probablement un lien entre la
décomposition des courbes algébriques en composantes et la décomposition de polynomes,
du moins lorsque ’on travaille sur C. Ces exemples ne sont pas le fruit du hasard et nous
verrons plus tard toute I'importance qu’il y a a étudier la divisibilité des polynémes pour
I’étude de la géométrie des courbes algébriques. On sait déja par I’Algebre élémentaire que
la décomposition polynomiale dépend du corps de base : un polynéme peut étre factorisable
dans C[X] sans l'étre dans R[X]. Par exemple le polynome & coefficients réels X2 + 1 se
factorise comme (X —)(X 4 1) dans C[X] alors qu'il ne se factorise pas en deux polynémes

réels de degré 1.

La propriété de base la plus importante de K[X] est qu'il satisfait I’algorithme de division

euclidienne :

THEOREME 2.1. Etant donné deuzx polynomes f,g € K[X], il ewiste des polynomes
q,r € K[X] uniquement déterminés tels que l'on ait f = q-g+r avec degr < degg.

DEMONSTRATION. On écrit f(X) = a, X" + a1 X" L + ... + ag ainsi que g(X) =
b XF 4+ b1 XF 1+ .. 4+ bg ot n = deg f et k = deg g et on procede par induction complete
sur n. Sin = 0 le résultat est clairement vrai. Supposons le résultat vrai pour tout polynéme
de degré inférieur a n. On peut supposer que deg g < deg f (autrement on conclut la preuve
en posant ¢ = 0 et r = f). On peut alors écrire f(X) = a,b, ' X" *g(X) + f1(X) o
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deg f1 < n. Par ’hypothése d’induction on sait trouver ¢; et r tels que
FX) = anb ' X" Fg(X) + @1 (X)g(X) + r(X)

avec degr < degg. On pose ¢(X) = anblle”_k + ¢1(X) pour conclure la preuve de
I’existance de ¢ et r tel que voulus. Pour I'unicité, supposons que l'on ait ¢1g+r1 = f =

q29 + r2, avec degr; < deg g et degre < degg. Ceci implique que
(1 —¢q2) - g=1r2—11.

Mais alors puisque deg(q1 —g2)-g = deg(q1 —¢2) +deg g et que par hypothese deg(r; —r2) <
deg g on doit forcément avoir g1 — g2 = 0 et cette condition implique également r; = ry tel

que voulu. 0

PROPOSITION 2.2. Si K est un corps quelconque, l'anneau K[X] est intégre :
fr9=0(X)= f=0(X) oug=0(X).

DEMONSTRATION. On procéde par contraposition. Le résultat découle essentiellement
du fait que K est un anneau integre : supposons que f,g # 0(X) de degré n et m avec
terme de plus haut degré a,, # 0 et b,, # 0 respectivement. Alors dans K on a a,b,, # 0 et
by X™T™ est 'unique terme de degré m +n de f - g, si bien que 'on a f - g # 0(X) tel
que voulu.

0

COROLLAIRE 2.3. Si K est un corps quelconque, l'anneau K[X] est euclidien.

DEMONSTRATION. En effet K[X] est integre et satisfait I’algorithme de division eucli-

dienne. g
COROLLAIRE 2.4. Si K est un corps quelconque, l'anneau K[X] est principal.

DEMONSTRATION. En effet "anneau K[X] est intégre par la proposition précédente et
en utilisant 1’algorithme de division euclidienne dans K[X] tout idéal sera principal : en
prenant un élément de degré minimal a dans un idéal A C K[X], on aura pour tout f € A
que f =¢q-a+r avec degr < dega. Comme A est idéalonar = f—q-a € A et donc il
faut que r = 0(X), par minimalité du degré de a, et ainsi A est bien engendré par a.

O

Une des conséquences importantes de l'algorithme d’Euclide dans K[X] est la proposition

suivante dont la preuve est facile :
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PROPOSITION 2.5. Soit o € K une racine de f € K[X]. Alors X — « est un facteur du
polynome f : f = (X —«)-q(X), ot degq =deg f — 1.

Ceci permet de démontrer la

PROPOSITION 2.6. Si f € K[X] est de degré n, ce polynéme posséde au plus n racines

distinctes dans K.

DEMONSTRATION. Soient aq, s, ..., racines distinctes de f. Alors par le résultat
précédent, on a f(X) = (X — a1) - g(X). Comme «s est racine de f, on a également
0 = f(az2) = (2 — a1) - g(2) si bien que g est racine de g(X) puisque as # «a; par

hypothese. Ceci permet d’écrire
fX) = (X —a)(X —az) - h(X).

En répétant le processus jusqu’a a,, on obtient f(X) = (X —a1)(X —ag) -+ (X — ) et

dnc f ne peut avoir plus que n racines. O

COROLLAIRE 2.7. Si un polynome f(X) = ap X"+ an_ 1 X" ' + ... + a1 X + ag posséde

au moins n + 1 racines dans K, alors f = 0(X).

REMARQUE 2.8. Dans Zg[X] le polynome f(X) = X? posséde 3 racines distinctes :

0,3 et 6. Pourquoi la preuve précédente ne fonctionne-t-elle pas dans ce cas ¢

Une autre utilité de I'algorithme d’Euclide est de trouver le plus grand diviseur commun de

deux polynémes fi, fo € K[X] : en appliquant I’algorithme d’Euclide de maniére itérative,

on a
fi=afa+fs
fo=aqfs+ fa
fs=afs+ fs

fr—2 = Q—2fr—1 + fx

ou le processus se termine lorsque deg fr = 0. La remarque simple mais cruciale est que si
un polynome g divise f1 et fo, alors la premiere ligne ci-dessus dit que g divise également
f3. Mais il s’en suit que g divise fo et f3 , donc également f; par la seconde ligne de la
division longue. Dans le cas ou f; = 0, on peut remonter I'algorithme de division et obtenir

que fr_1 est le plus grand diviseur commun entre f1 et fo, noté (fi, f2). Réciproquement,
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si fr # 0, les polyndmes f1 et fo n’ont pas de facteur en commun, on dit que f; et fs sont
relativement premiers et on écrit (fi, f2) = 1.

L’algorithme peut également étre interprété en termes d’algebre linéaire : la premiere ligne
dit que f3 est combinaison linéaire (avec coefficients dans K[X]) de f; et fs. La seconde
ligne dit que f4 jouit de la méme propriété, mais alors f5 est également combinaison linéaire
de f1 et fo selon la troisieme ligne... On poursuit ainsi de suite la division pour obtenir
que le plus grand commun diviseur de f; et fo dans K[X] sera combinaison linéaire de f;

et fy : pour certains «, f € K[X], on a

h = afi + Bfa.

Notons que le cas ou (f1, fo) = 1 dit alors qu'il existe a, § € K[X] tels que af; + Sf2 = 1.

En théorie des anneaux on introduit naturellement les deux notions suivantes : Soit
f € A non-nul et qui n’est pas une unité. On dit que f est irréductible dans A si f =
g+-h = gouh unité de A. On dit que f est premierdans Asi f | g-h = f|gouf|h.
Il est facile de voir que tout élément premier est forcément irréductible : si f = ¢g- h et que
f divise un des deux facteurs, disons g = k - f, on obtient immédiatement que k- h = 1
et donc h est une unité tel que demandé par la condition de réductibilité de f. En général
la réciproque est fausse : il y a des anneaux ou certains irréductibles ne sont pas premiers
(Exercice).
Dans la théorie des anneaux euclidiens, la notion d’éléments irréductibles permet de décom-
poser tout élément f en facteurs irréductibles, en procédant par des factorisations suc-
cessives et en utilisant la propriété de la fonction degré dans un anneau euclidien pour
s’assurer que le processus se termine aprés un nombre fini d’étapes. De son coté la notion
d’élément premier permet de s’assurer d’une forme d’unicité de décomposition dans un an-
neau integre : si ’'on a deux décompositions en éléments premiers fi1fo---fr, = f = 9192 Gm,

alors m = n et les facteurs sont les mémes & permutation et unités pres .

Pour nos besoins dans I’étude des courbes algébriques, il sera important d’avoir a la fois
la propriété de décomposition et d’unicité, donc nous nous restreindrons a travailler sur des

anneaux dits factoriels, dans lesquel on a la décomposition unique en facteurs irréductibles.

THEOREME 2.9. Si K est un corps quelconque, Uanneau K[X] est factoriel.

1. pour alléger la terminologie on ne répete constamment “4 permutation et unités pres”.
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DEMONSTRATION. L’existance d’une décomposition en facteurs irréductibles est facile
par induction sur le degré des polynémes. Il s’agit donc de démontrer que tout polynome
irréductible est premier. Soit donc f | g - h et tel que f 1 g. Comme f est irréductible, la
condition f 1t g signifie que g et f sont relativement premiers et donc il existe «, f € K[X]
tels que ag + Bf = 1. Mais en multipliant cette équation par h, on a alors agh + Sfh = h.
Comme f divise clairement le membre de gauche, on doit avoir f | h tel que demandé pour

que f soit premier. O

Ce qui précede résume les propriétés de K[X] qui seront importantes. Du point de vue de
I’algebre abstraite, ’essentiel de ce que nous avons fait aurait pu étre déduit de la suite

d’inclusions

{Anneaux euclidiens} C {Anneaux principaux} C {Anneaux factoriels}.

Lorsque que 1'on passe de I'anneau des polynémes K[X] & un anneau de polynomes
en plusieurs variables, noté K[X7, X, ..., X;;], on ne peut malheureusement exploiter cette
suite d’inclusions d’anneaux pour obtenir la factorialité de K[X7, X, ..., X,,]. En effet on
se convainc aisément que anneau K[X7, X», ..., X;,] ne peut étre eucliden dés que n > 2 :
prenons par exemple f(X,Y) =Y3 et g(X,Y) = XY Il est clairement impossible d’appli-
quer 'algorithme de division d’Euclide dans K[X,Y] et d’exprimer le polynéme f comme
f=q-g+r avec degr < degg, puisque f ne dépend pas de X alors que g en dépend.
En fait 'anneau K[X7, X9, ..., X,,] n’est méme pas un anneau principal dés que n > 2 :
prenons l'idéal Z = {f € K[X,Y] | f(0,0) = 0} (vérifiez qu'il s’agit bien d’un idéal) et
montrons qu’il ne peut étre engendré par un unique élément. En effet, on a que les po-
lynomes f = X et ¢ = Y sont dans Z et pour avoir que Z = < h > pour un certain
h € K[X,Y] on doit, en particulier, trouver a,b € K[X,Y] tels que f =a-het g=>b-h.
Mais f et g sont de degré 1 et, pour engendrer Z, le polynéome h ne peut étre de degré 0
(pourquoi 7), donc on doit avoir dega = 0 = degb. Ceci implique a la fois que h = h(X) et
h = h(Y), ce qui est impossible.

Malgré ces lacunes 'anneau K[ X7, Xo, ..., X,,] partage tout de méme avec K[X] la propriété
d’étre factoriel. La décomposition en facteurs irréductibles est facilement démontrée par
une induction sur le degré des polynoémes. La difficulté principale est de montrer le résultat

suivant du a Gauss :

A factoriel = A[X] factoriel.
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Une preuve de ceci peut étre trouvée dans tout bon livre d’algebre abstraite ou, par exemple,
dans [Wal] (Section 6.2, théoréme 6.1) mais afin de garder les pré-requis d’Algebre a
un niveau minimal, nous accepterons simplement ce résultat sans preuve. Une fois ceci
démontré on obtient la factorialité de K[X1, Xs,..., X;;] grace a une induction finie, en

remarquant que
K[Xl, XQ, ceey Xn] ~ K[Xl, XQ, ceey Xn—lHXn]

Résumons l'essentiel de ce qui a été discuté au fil des pages précédentes :

THEOREME 1. Tout polynéme non constant f(X1, Xo, ..., X,,) défini sur un corps K peut
étre écrit de maniére unique (a permutation de facteurs et multiplication scalaire prés) sous
la forme f = aff* - f32 - fi*, ot a € K, les facteurs f1, fa, ..., fr, sont irréductibles et,

pour tous i # j, fi n’est pas un facteur de f;.

Cette décomposition unique en facteurs irréductibles existe donc en théorie, mais on doit
prévenir le lecteur ou la lectrice que la recherche explicite d’une telle décomposition n’est
pas toujours facile... en fait il s’agit d’'un des probleémes de base de I’Algébre commutative.
Dans le cas des polynémes homogenes en trois variables, cette décomposition en facteurs
irréductibles permet de résoudre le probleme, plus géométrique, de la décomposition d’une
courbe algébrique en composantes irréductibles.

Un autre probleme algébrique tres important dans la théorie est de savoir quand est-ce
que deux éléments f,g € A possedent diviseur commun : 37h € A | f=u-h, g=v-h.
Ce probleme est 1ié a I’étude de l'intersection de courbes algébriques le long de certaines

composantes.

2. Un outil important : le résultant de deux polynémes

Une question algébrique de base qui aura un impact sur I’étude des courbes algébriques
est de savoir quand est-ce que deux polynémes ont un facteur en commun. Dans C[X] cette
question a une réponse simple : les deux polynémes ont une racine commune (Proposition
2.5). Dans le cas de polynomes dans A[X] la réponse n’est pas aussi immédiate et nous
allons définir un objet classique, le résultant de deux polynoémes qui donne une réponse

conceptuellement simple & la question.

Soient f = ap X + a1 X™ '+ .. 4 am et g=bg X" +b X"+ ... +b, deux éléments dans

Panneau de polynomes A[X].
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DEFINITION 2.10. On appelle résultant de f et g ’expression

ag @1 e e e Gy O

0 a ar ... . .. anp 0 ... 0

0O .. 0 a a1 ... .. .. .. am
R(f, g) = bo b1 bn 0

0 by b b, O 0

0 .. .. 0 b by .. .. ... by

Par définition, R(f,g) est un déterminant (n 4+ m) x (n + m) obtenu en :

(1) répétant les coefficients ag, a1, ..., a,, du polynome f dans les entrées des n premieres

lignes en décalant d’une entrée vers la droite a chaque passage a la ligne suivante.

(2) répétant les coefficients by, b1, ..., b, du polyndéme g dans les entrées des m dernieres

lignes en décalant vers la droite & chaque passage a la ligne suivante.

LEMME 2.11. Lorsque A est un anneau intégre et que f,g € A[X], on a
R(f,g) =0 dans A
<= 3 ¢, € A[X] non nuls | deg ¢ < deg f,deg) < degg
et vf+ ¢g =0 dans A[X].

DEMONSTRATION. On peut travailler dans le corps de fractions K de I’anneau integre
A puisque 'on peut multiplier les coefficients de ¢ et ¢ par leurs dénominateurs communs.
Dans ’espace vectoriel V' des polynomes de K[X]| ayant un degré inférieur & m + n, on

considere les éléments

Xn_lf AR Xf7 f’ Xm_lg’ R Xg7 g' (T)

Si 'on considere la base {X™"~1 . X 1} de V, on observe que les rangées du résultant
expriment exactement les coordonnées des vecteurs (1) dans cette base . Donc la condition
R(f,g) = 0 exprime le fait que les vecteurs (f) sont linéairement dépendants dans V' : on

a une relation de dépendance linéaire de la forme
po X"+ X A et f XX T g M X T2 4 4 A9 = 0.

Mais cette expression est exactement de la forme ¥ f + ¢g = 0 ot degy) < degg et deg ¢ <
deg f tel qu’annoncé. O
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Ce lemme permet de démontrer le résultat suivant qui s’avere fondamental puisqu’il permet
de réduire le probleme de l'existence de facteurs communs & deux polynomes dans A[X] a

une question purement calculatoire dans A.

THEOREME 2. (Théoréme du résultant) Soit A un anneau factoriel et f,g € A[X]
tels que ag # 0 et by # 0. Alors f et g ont un facteur commun non-constant dans A[X] si
et seulement si R(f,g) =0 dans A.

DEMONSTRATION. On exploite le lemme précédent et on montre en fait que f et g ont
un facteur non-constant en commun <= 3 ¢,1 € A[X] non nuls tels que ¥f + ¢pg =
0, avec deg¢ < deg f et degt) < degg.

Si f et g ont un facteur en commun h, on peut écrire f = fih et ¢ = g1h, avec degh > 1.

En posant ¢ = f1 et ©» = —g1, on obtient immédiatement que

U+ ¢g=—g1fih+ figith =0,

ainsi que les conditions requises sur les degrés de ¢ et 1.

Réciproquement, prenons une décomposition en facteurs premiers de fi) = —g¢ :

(fi fo - [r)W1 2 - Yp)=—(g1 92 - gs)(P1 P2 -~ ).

Alors modulo les unités, 'expression g; g2 - - - g5 doit aussi apparaitre dans le membre
de gauche puisque 'anneau A[X] est factoriel. Mais I'hypotheése degvy < degg implique
qu’au moins un des facteurs g; est de degré au moins 1 et figure parmi les facteurs premiers

/1, f2y ..., fr du polynéme f tel que voulu. 0

Il est utile de remarquer que nous avons travaillé avec un anneau A qui n’est pas forcément
un corps dans le Théoreme du résultant pour la raison suivante : nous pourrons appliquer le
résultat au cas de polynémes dans K[X1, X, ..., X;;] en utilisant I"isomorphisme d’anneaux
K[X1, Xo, ..., Xp] ~ K[X1, Xo, ..., Xp—1][X»], en exploitant le fait que K[X1, X2, ..., Xp_1]

est integre et factoriel.

COROLLAIRE 2.12. Si f,g € C[X] polynémes non-constants, ils ont une racine com-

mune si et seulement si R(f,g) =0 dans C.

DEMONSTRATION. Sur C les facteurs premiers sont linéaires et correspondent aux
racines d’'un polyndéme. Le corollaire est donc une conséquence immédiate du résultat

précédent. O
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Il est utile de remarquer que le corollaire nous permet de savoir si deux polynémes f,g €

C[X] ont une racine commune sans avoir a calculer explicitement les racines de f et de g!

Avant d’étudier le probleme de existence de facteurs premiers répétés pour un po-
lynoéme a ’aide du résultant, nous prenons quelques instants pour formaliser d’une maniere
purement algébrique la notion de dérivée dans A[X]. Soit f(X) = a, X" +an_1 X" 1 +...+ag
un polynéme dans A[X] et définissons la dérivée formelle Dx(f) = f’ € A[X], ou l'on a

ff=n-a, X" 1+ (n—1) a1 X" 2+ .+ a.

Il découle facilement de cette définition que Dx: A[X] — A[X] est un opérateur linéaire

au sens ou
Dx(af + Bg) = aDx(f) + BDx(g)

et qu’il satisfait en outre la régle de Leibniz pour un produit

Dx(f-9)=Dx(f) g+ f-Dx(g)
DEFINITION 2.13. On appelle discriminant de f € A[X], la quantité R(f, f') € A.

PROPOSITION 2.14. Soit A un anneau factoriel de caractéristique 0 et f € A[X] un
polynéme non-constant. Alors [ posséde un facteur premier répété si et seulement si son
discriminant R(f, f') est égal a 0.

DEMONSTRATION. On se place en caractéristique 0 pour pouvoir appliquer le Théoréme
du résultant a f et f’. On sait alors que R(f,f') =0 < f=h-g1 et f'=h-gs pour

un certain h irréductible dans A[X]. Mais on a par la regle de Leibniz que
hogo=f =(h-g1) =h-g+1g.
Comme h|f’ et que degh’ < degh a a forcément h|g; et ainsi h?|f tel qu'annoncé. O

Nous concluons cet interlude algébrique avec un bref retour sur les cubiques non-
singulieres. Pour rappel, nous avions accepté sans preuve le fait qu’une telle cubique ad-
met forcément un point d’inflexion (Lemme 1.20) pour ensuite obtenir une classification
complete. Armés de ce nouvel outil algébrique qu’est le résultant, nous pouvons maintenant

montrer le Lemme 1.20 :
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Pour simplifier la preuve on travaille avec la partie affine de la courbe. Soit donc C

donnée par f(z,y) = 0. Au voisinage d’un point [r, s, 1] de A%2(C) on peut écrire

f(T‘ +,s +y) = fl(rv S)(l',y) + fg(’l“, S)(:Uay) + f3(’l“, 5)($7y) (T)

ou r,s sont fizes a trouver et x,y variables, avec deg fr = k dans C[z,y]. La preuve est

basée sur deux observations :
(1) Le point [r, s, 1] est régulier <= f1 # 0(z,y) € Clz, y].
(2) Etant donné que [r, s, 1] est régulier, il sera point d’inflexion <= fi|fa dans C[z, y|.

La premiere affirmation est claire. Pour la seconde, on se souvient que [r,s, 1] est point
d’inflexion lorsque la tangente & C a une intersection de multiplicité au moins 3 avec C
au point [r, s, 1]. On affirme que ceci ne peut avoir lieu que si fi|fo dans Clz,y| : si on a
effectivement que fi|f2 alors, par ’équation (1), on a que (0,0) est racine de multiplicité
au moins 3 de

fi(r,s)(z,y) =0

flr+z,5+y,1) =0
et, réciproquement, la condition fi 1 fo donne que (0,0) est racine de multiplicité 2 de ce

systeme.

Mais la condition fi|fe dans C[x,y] est équivalente & R(fi, f2) dans C. En vertu du
Théoreme Fondamental de 1’Algebre, il est clair qu’il existe r, s € C tels que cette condition

soit satisfaite, ce qui conclut la preuve du Lemme.



Chapitre 3

Théorie élémentaire des courbes algébriques

Dans ce chapitre nous établissons les fondements de la théorie des courbes algébriques.
A partir de maintenant nous travaillons exclusivement sur C pour définir les objets de notre

étude.

1. Courbes affines et courbes projectives

Plusieurs notions du cours seront développées en parallele pour les courbes affines
et pour les courbes projectives, si bien qu’il nous importe de commencer par étudier le
lien entre la notion de courbe algébrique affine et celle de courbe algébrique projective.
Historiquement les courbes algébriques ont premiérement été étudiées dans le plan A2?(C),

mais ici nous allons commencer par les courbes algébriques projectives.

DEFINITION 3.1. On appelle courbe algébrique projective un sous-ensemble de CP?
donné par

C={[X,Y,Z]eCP* | F(X,Y,Z) =0}

ot F(X,Y,Z) est un polynome homogéne.

Il est important de comprendre pourquoi nous demandons que F' soit homogene dans la
définition d’une courbe algébrique projective : pour avoir un objet dans ’espace projectif
CP? = C? — {0} / C* défini comme lieu d’annnulation d’un polynéme F), il faut absolu-
ment avoir que F(X,Y,Z) =0 <= F(tX,tY,tZ) = 0 pour tout ¢t € C*, ce qui revient
exactement & requérir la condition d’homogénéité F(tX,tY,tZ) = t* . F(X,Y,Z) sur le
polynéme F'.

La décomposition CP? = A?(C) U CP! interprétée comme une partie affine donnée par la
condition Z = 1 et une partie a l'infini donnée par la condition Z = 0 permet de voir les
courbes algébriques affines comme restriction de courbes algébriques projectives, obtenues
tout simplement en considérant le polynome en deux variables z = X et y =Y donné par
fla.y) = F(X, Y, 1).

37
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On peut également faire le chemin inverse : partir d’'un polynéme quelconque g(z,y)
définissant une courbe algébrique affine C pour construire une courbe projective lui cor-
respondant en procédant a 1’homogénéisation du polynéome g. En posant z = X/Z et
y =Y /Z, on obtient une fonction rationnelle ¢(X/Z,Y/Z). En mettant le tout sur le méme
dénominateur Z49€9, on obtient alors
o(x/2.v/2) = ST,

pour un certain polynéme homogene G de degré identique a celui de g. On peut définir la
courbe algébrique projective C donnée par G(X,Y,Z) = 0. Puisque l'on a que G(X,Y, 1) =

g(z,y), la courbe C a bien comme partie affine la courbe C.

Une question naturelle dans ce contexte est de se demander combien de points a I’infini
ajoute-t-on a une courbe algébrique affine par le processus d’homogénéisation ? Cette ques-
tion nous donne aussi I'occasion de faire une observation sur les polynomes homogenes en
deux variables qui sera fort utile par la suite. Soit donc g(z,y) un polynoéme de degré n
définissant une courbe affine C et prenons ’homogénéisation G(X,Y, Z) de g, définissant
la courbe projective C. Les points ajoutés a C en passant a C satisfont donc la condition
G(X,Y,0) = 0. Puisque G est homogene de degré n, on aura que G(X,Y,0) sera également

homogene de degré n (pourquoi?). Mais alors on utilise le

LEMME 3.2. Tout polynéme homogéne G(X,Y') de degré n dans C[X,Y] est décomposable
en produit de n facteurs linéaires comptés avec multiplicité.
n
DEMONSTRATION. Le polynéme homogene s’écrit comme G(X,Y) = 3 ap XFy"F.

k=0
En divisant par Y" chaque terme de cette somme, on obtient

n n
Xkyn—k X k

St =Ya(y)

k=0 k=0
En posant W = X/Y cette derni¢re expression définit un polynéme h de degré n! dans
C[W]. Par le Théoréme fondamental de 1’Algebre, h se décompose en facteurs linéaires en
W et ainsi en remplagant W par X/Y on obtient la factorisation

G(X,Y) = (X — a1Y)" (b X —a2Y)* - (0 X — aiY)™,

oilk:1+k2+...—|—k:i:net[ak,bk]G(CPl (1§k§z) ]

1. Si ce n’est pas le cas, il faut plutét prendre W =Y/X
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Le lemme précédent implique directement que les points ajoutés a C, qui sont donnés par
I’homogénéisation sous la forme de la condition G(X,Y,0) = 0 existent en nombre fini : ce
sont les points [a;, b;,0] (1 <14 < n). Si peu soient-ils en nombre, comme on le verra tout au
long du cours, 'ajout de ces points lors du passage de C dans A%(C) & C dans CP? s'avere

d’une importance fondamentale.

EXERCICE 3.3. (Pour ceuz et celles ayant des notions de topologie) Démontrez qu’une
courbe algébrique affine C dans A?(C) n'est jamais compacte, mais qu’une courbe algébrique

projective est toujours compacte.

On dit que C construite ci-dessus est la compactification de la courbe affine C.

Nous concluons cette section par une discussion sur les perspectives affines de courbes
projectives. La décomposition de CP? en partie affine union une droite a Iinfini peut étre
accomplie de maniére beaucoup plus générale qu’avec la droite Z = 0. En fait, étant donné
tout plan P ne passant pas par lorigine dans C3?, donc d’équation aX + bY + ¢Z = d
(d # 0), on la décomposition CP? = A?(C) U CP!, ot cette fois la droite & I'infini CP! est
donnée par I'équation a X + bY 4+ c¢Z = 0.

Etant donné une courbe projective C donnée par F(X,Y,Z) = 0, on peut considérer le
systeme

F(X,Y,Z)=0

aX +0Y +cZ=d

Géométriquement, ceci définit une courbe affine C' dans le plan P. Selon les cas oll
a # 0,0 # 0 ou ¢ # 0 on obtient le polynéme définissant la courbe affine C’ : par exemple
si on suppose que ¢ # 0, on obtient le polynome

FX,Y)=F (X,Y,“X”f_d) .
On dit alors que C’ est une perspective affine de la courbe projective C. A partir d’une courbe
projective C et de différents choix de plans, on obtient différentes perspectives affines de la

meéme courbe projective.

2. Composantes irréductibles d’une courbe algébrique

Nous avons défini une courbe algébrique affine comme C = V/(f) pour un certain
polynéme f € C[z,y]. S’il arrive que le polynoéme f peut étre décomposé en facteurs non-
constants et distincts f = ¢ - h, alors on a que V(g) C V(f) et V(h) C V(f), si bien que
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I'on a en fait V(f) = V(g) U V(h), puisque Clz,y] est anneau integre. C’est-a-dire que
lorsque f = g h, la courbe algébrique C = V(f) se décompose en deux courbes algébriques
V(g) et V(h) : lalgeébre des polynémes a une conséquence sur la géométrie/topologie des

courbes algébriques affines.

DEFINITION 3.4. Une courbe algébrique affine C est dite réductible s’il existe une

décomposition C = C1UCsy avec C1 # Co. Dans le cas contraire, on dit que C est irréductible.

Le résultat suivant est fondamental puisqu’il nous permettra d’obtenir une solution pure-
ment algébrique au probleme de décomposition d’une courbe algébrique en composantes

irréductibles.

LEMME 3.5. (Lemme de Study) Soient f,g € Clz,y] avec f irréductible et deg f > 1.
Sil’on a que V(f) CV(g), alors f divise g dans Clx,y].

DEMONSTRATION. L’idée de la preuve est de réduire le résultat au Théoréme fonda-

mental de ’Algebre grace au résultant. Ecrivons les deux polynéomes comme éléments de

Cllly] -

f=ay™ +ay™ 4+ .. +an
g="boy" +bry" "+ ..+ by

ol a;,b; € Clz] (0<i<m, 0<j<n)avec ap,by # 0. Quitte & remplacer x par y, on
peut supposer que m > 1. Considérons V(f) C V(g) que l'on intersecte avec les droites
verticales x = «a pour tous a € C.

Affirmation : on doit avoir n > 0. Sinon on aurait ¢ = by et alors pour tout ag tel que
ap(ao) # 0 et bo(ag) # 0, V(f) intersecterait la droite z = ag (Théoreme fondamental
de I’Algebre par rapport a la variable y) mais, par construction, V(g) n’intersecterait pas
cette méme droite x = o, ce qui contredirait V(f) C V(g).

Considérons maintenant le résultant R(f,g) € A = C[z]. Comme f est irréductible, la
condition R(f,g) = 0 est équivalente a dire que f divise g, par le Théoréme du résultant.
On montrera que R(f,g) = 0 en montrant que 'on a R(f, g)(«) = 0 pour un nombre infini
de a € C. Comme ag, by sont non-nuls dans C[z], on a ag(c) # 0 et bp(cr) # 0 pour presque
tout o € C. Si on pose z = a, alors f et g définissent des polynémes f, et g, dans C[y].
Par V(f) C V(g) on sait que si ¢ € C est un zéro de f,, alors c’est également un zéro de

Jo €t donc (y — ¢) est facteur commun de f, et g, dans C[y]. Mais pour de telles valeurs
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a€C,ona
R(f7 g)(Oé) = R(faaga) = Oa

ou la derniere égalité est obtenue en appliquant le Théoreme du résultant dans C. Ceci

conclut la preuve du Lemme de Study. U

Il est important de souligner que le Lemme de Study serait faux si I'on travaillait dans le
plan affine A%(R) et avec 'anneau R(z,y) : par exemple f(z,y) = 22 + 9% et g(x,y) =
satisfont V(f) C V(g) mais f ne divise pas g.

On remarque qu’une conséquence immédiate du Lemme de Study est donnée par le
résultat suivant, qui est un cas trés particulier du Nullstellensatz de Hilbert en Algebre

commutative.

COROLLAIRE 3.6. Etant donné f,g € Clz,y] on a que V(f) =V (g) si et seulement si

f et g ont les mémes facteurs irréductibles.

Le Lemme de Study nous permet donc de faire correspondre a la décomposition algébrique
d’un polynéme f € C[z,y] en facteurs irréductibles, f = ffl 52 - fFrune décomposition
géométrique V (f) = V(f1) UV (f2) U...UV(f,), ou chaque membre de droite est courbe
irréductible. On appelle les V(f) (1 < k <r) les composantes irréductibles de V(f).

PROPOSITION 3.7. Une courbe algébrique affine C = V(f) C A%(C) est irréductible
<= 3k €N et Ig € Clz,y] irréductible tels que f = g".

DEMONSTRATION. On procede par contraposition dans les deux directions. Soit C =
V(f) une courbe et f = f; - fo une décomposition en facteurs relativement premiers. Alors
si h est facteur irréductible de f1, on a V/(h) C V(f1) et comme h ne divise pas fo, la
contraposée du Lemme de Study implique que V(h) € V(f2), si bien que V(f1) # V(f2)
et la courbe C est réductible.

Réciproquement, si C = V(f) est réductible, on a V(f) = V(f1) UV (f2), avec V(f1) #
V(f2). Par la condition de réductibilité, il y a au moins un facteur irréductible h; d’un
des f; qui n’est pas partagé par 'autre polyndéme (autrement on aurait V(f1) C V(f2) et
V(f2) CV(f1)) et donc f # g* pour tout g € C[z,y] irréductible et tout k € N. O

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour démontrer le résultat de décomposition

suivant pour les courbes algébriques :
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THEOREME 3. Toute courbe algébrigque affine C C A%(C) admet une décomposition
C=C1UCU...UC,, ot les C; (1 < i <r) sont des courbes algébriques affines irréductibles.

Cette décomposition est unique modulo [’ordre.

DEMONSTRATION. Soit C = V(f). L’existence découle directement de la décomposition
en facteurs irréductibles de polynémes dans C|z,y] et de la proposition ci-dessus. Pour
I'unicité, si C" C C est irréductible, on doit montrer que C' = Cx, pour un certain 1 < k < r.
On a C' = V(f') pour un certain f’ irréductible. Par le Lemme de Study, comme V(') C

V(f), on a que f’ est facteur irréductible de f, ce qui termine la preuve. O

COROLLAIRE 3.8. Soit C = V(f) c A%*(C) avec f = flf§2 -« fk décomposition
en facteurs irréductibles. Si 'on peut exprimer C comme V(g) pour un autre polynéme

g € Clz,y], alors g = )\fil éQ - f pour certains A € C* et l; (1 <i <) entiers.

Ce corollaire permet de définir sans ambiguité le polynéme minimal de la courbe algébrique
affine C = V(f), en posant f = fifo - - - fr. Ce polynéme est unique, & multiplication par
une unité pres, et il peut étre interprété comme le polynéome de degré minimal définissant
le lieu géométrique occupé par C dans A%(C). Ceci découle de I'observation voulant que
V(fi) = V( fl-ki) puisque Clz,y] est intégre. En particulier on note que C = V(f) est une

courbe irréductible si et seulement si f est un polynéme irréductible.

DEFINITION 3.9. On définit le degré d’une courbe algébrique C = V (f) comme étant le

degré de son polynome minimal f

Au vu de cette définition, il est utile de noter rétrospectivement qu’au chapitre I nous
avions commis une légere bévue en considérant une courbe affine donnée par 22 = 0 ou
une courbe projective d’équation X2 = 0 comme une conique. Le polyndéme minimal étant
plutét = ou X, il s’agit en fait d’une courbe de degré 1 selon la définition 3.9, donc une

droite affine ou projective.

Nous portons maintenant notre attention sur le cas des courbes algébriques projectives
C C CP? pour ce qui est de la question de la réductibilité. La définition pour les courbes
projectives est exactement la méme que celle donnée a la Définition 3.4. Etant donné le lien
étroit entre une courbe algébrique affines et sa compactification obtenue par le processus
d’homogénéisation, nous allons tout simplement pouvoir transposer le travail fait dans

A2%(C) vers CP?, au moyen des quelques résultats algébriques auxiliaires suivants :
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LEMME 3.10. Si F € C[X,Y, Z] est homogeéne et se décompose en F = G - H, alors G

et H sont également homogénes.
DEMONSTRATION. Exercice. O

LEMME 3.11. Soit f € Clz,y] et F € C[X,Y, Z] son polynome homogéne associé. Alors

on a f irréductible si et seulement si F' est irréductible.

DEMONSTRATION. Si F est réductible, on a F' = G - H avec G et H homogenes par le

lemme précédent. On a donc que
flz,y) =F(X,Y,1) =G(X,Y,1)- H(X,Y,1)
est décomposition en facteurs non-constants (pourquoi 7). Réciproquement, sion a f = g-h,
alors
F(X,Y,Z) = f(X/2,Y)Z)zS
=g(X/Z,Y/Z)Z%89 . h(X/Z,Y)Z) 78"
=GX,Y,Z2)-H(X,Y,Z).
O

ProposITION 3.12. Soit f = f1 -+ - fr décomposition en facteurs irréductibles, F' po-
lynome homogeéne associé a f et F; polynomes homogénes associés auzx f; (1 <1i <r). Alors

F=F,---F, et cette décomposition en facteurs irréductibles est unique a unités pres.

DEMONSTRATION. Si g (resp. h) est associé & G (resp. H) par homogénéisation, alors
g-h est associé a G- H. Une induction finie nous permet donc de conclure que ’homogénéisé
de f=f1--- frest I =F)---F,.. Le lemme précédent et '’hypothése d’irréductibilité des
fi (1 <4 < r)nous disent qu’il s’agit d’'une décomposition en facteurs irréductibles, donc

unique modulo unités. [l

On peut des lors montrer que la notion d’irréductibilité des courbes algébriques est la
méme dans A%(C) et dans CP? :

THEOREME 3.13. Soit C une courbe algébrique de A?(C) et C sa compactification. Alors
on a C irréductible <> C irréductible.

DEMONSTRATION. Soient C = V(f) et C= V(F) définies chacune par leur polynome
minimal, ou F' homogénéisé de f. Puisque C=CU {nombre fini de points a U'infini}, on a

immédiatement que C irréductible implique C également irréductible (on se souvient que
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toute composante d’'une courbe algébrique sur C a un nombre infini de points).
Pour 'autre direction, on procede par contraposition. Soit C réductible, si bien qu’on peut
décomposer f = f1 - fo en facteurs non-constants distincts et par le Lemme 3.11, on a une

décomposition correspondante de ’homogénéisé F' = F} - F3, et donc C est réductible. O

Notons que le Théoreme 3.13 n’affirme pas tout a fait qu'une courbe algébrique projec-
tive est irréductible si et seulement si sa partie affine est irréductible, car il n’est pas vrai
que toute courbe algébrique projective est compactification d’une courbe algébrique affine.
Par exemple la courbe algébrique projective d’équation XZ = 0 n’est pas la compactifica-
tion d’une courbe affine (pourquoi 7). Dans ce cas, la partie affine (Z # 1) est donnée par
la droite 2 = 0 (donc une courbe irréductible de A?(C)) et pourtant la courbe projective
est réductible en deux composante d’équations respectives X =0 et Z = 0.

Ceci dit I’'analogue du Théoreme 3 pour les courbes projectives est facilement obtenu en
ajoutant possiblement une composante irréductible a l'infini (Z = 0 selon les coordonnées
employées usuellement) qui n’aurait pas été détectée en prenant les parties irréductibles
affines et en les compactifiant. Algébriquement ceci correspond a 'unique décomposition
en facteurs irréductibles F' = Flk1 .-+ FFr_ Au final on obtient, pour une courbe algébrique

projective C C CP2, une décomposition unique en composantes irréductibles
C=CiUCyU...UC,
définie par le polynéme minimal de la courbe algébrique projective F=F - F,.

EXERCICE 3.14. Démontrez que les notions de degré et d’irréductibilité d’une courbe

algébrique projective sont invariantes sous l’action du groupe de transformations projectives
PGL3(C).

Bien que la notion de polynéme minimal soit la bonne pour décrire algébriquement le
lieu défini par une courbe algébrique dans A?(C) ou dans CP?, il y a tout de méme un certain
intérét a traduire géométriquement l'information offerte par un polynome f = ffl 52 o flr
ou F = FF ... FFr définissant V(f) € A%(C) ou V(F) C CP2. Ceci est fait & Iaide de la
notion de diviseur que nous définissons ici dans CP? seulement, mais il est facile de faire la
méme chose dans A%(C). L’idée de base est de définir une addition formelle sur ’ensemble
des courbes de CP? de maniére & que ce : (1) pour des courbes différentes C; et Cy, le diviseur
C1 +Cy représente la courbe C;UCs (2) si C = V(F), alors kC est le diviseur associé a V (F'%).
Ce faisant, on arrive a distinguer géométriquement V(Flk L...FFr)y de V(Fy --- F,) bien que,

en tant que lieux de CP?, ils soient identiques. En effet, en posant C; = V(F;) (1 <i <r),
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le premier donne lieu au diviseur k1Cy + koCo + ... + k,.C,, alors que le second définit le
diviseur C; +Ca + ... + C,. Comme ce fut le cas pour une courbe algébrique, on peut définir
le degré d’un diviseur comme étant 'entier k; deg Fy + ky deg Fo + ... + k. deg F)., qui est,
bien str, exactement le degré du polynome F' ci-dessus. Par ailleurs, un diviseur est dit

efficace lorsque tous les entiers sont non-nuls.

3. Multiplicité d’intersection entre une courbe et une droite

La théorie générale de 'intersection des courbes algébriques sera développée au chapitre
suivant, mais avec les moyens actuellement a notre disposition, nous pouvons déja étudier
en détail le cas particulier de I'intersection d’une courbe algébrique avec une droite. Nous

plagons des le début notre étude dans le cadre projectif.

Soit donc C € CP? une courbe algébrique de degré n donnée par F(X,Y,Z) = 0 et
L une droite projective. Pour étudier C N L, on note que cette intersection est invariante
sous 'action de PG L3(C) et donc peut simplifier le calcul en effectuant une transformation
projective pour se ramener au cas ou l’'équation de L est Z = 0. Le calcul de C N L se
fait donc en obtenant les zéros du polynéme homogene G(X,Y) = F(X,Y,0). Ecrivons F
comme un élément de C[X,Y][Z] :

F(X,Y,Z2)=FyZ"+ F\Z" ' + ..+ F,_1Z + F,,

ou les F, € C[X,Y] (1 < k < n) sont polynémes homogenes avec deg Fj, = k si F}, est
polynome non-nul.

Sous cette décomposition de F', on constate que G = F,. Si I'on a F,, = 0, alors le
polynéme F' est divisible par le facteur irréductible Z, ce qui est équivalent a dire que £
est une composante de C, par le Lemme de Study et sa réciproque. L’autre possibilité est
que l'on ait deg G = deg F;,, = n. Par la version homogene du Théoreme fondamental de

I’Algebre , on a
G(X,Y) = (b1 X — a1 V)" (e X — aaY)*2 -+ (b X — anY)Pm,
ot les [a;, b;] € CP! sont distincts et uniques et ki, ks, ..., kn, € N.

EXERCICE 3.15. Montrez que les coefficients ki, ko, ..., ky, dépendent seulement de C et

L et non pas du choix de coordonnées utilisées ci-dessus pour le calcul.
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DEFINITION 3.16. On appelle multiplicité d’intersection locale de C et L enp € CN L,
le nombre mult,(CN L) =k, ou k = k; pour p = [a;,b;,0] et k =0 pour tout autre point de
CP2.

EXERCICE 3.17. Montrez que mult,(C N L) = k; en p = [a;,b;,0] si et seulement si
G*) (ay,by) # 0 mais G (ay, by) = 0 pour tout 1 < i < k;, ot G dénote de maniére concise
Uensemble de toutes les i°™ dérivées partielles formelles de G. La condition “# 07 signifie
qu’au moins une k™ dérivée partielle est non-nulle en (a;,by), alors que la condition “= 0"

signifie que toutes les i°™ dérivées partielles sont nulles en (ar, by).
Avec cette terminologie, on obtient le résultat suivant :

THEOREME 4. Si C C CP? est une courbe de degré n et L une droite projective qui
n’est pas composante de C, alors le nombre total d’intersections entre C et L, comptées avec

multiplicité, est égal a n.

DEMONSTRATION. En effet la discussion ci-dessus, la définition de multiplicité d’inter-

section en un point et le fait que k1 + ko + ... + k,,, = n donnent le résultat. O

Nous ne saurions assez insister sur le fait que le Théoreme 4 dépend crucialement a
la fois du fait que nous travaillons sur C pour 1’étude des courbes, mais aussi de I'espace
dans lequel on travaille : CP?. En restreignant I’étude aux courbes algébriques réelles, la
discussion ci-dessus ne peut étre tenue car le Théoreme fondamental de I’Algebre est faux
si on travaille sur R. Ainsi par exemple dans A?(R) I'intersection entre la courbe algébrique
22 +y?> —1 =0 et la droite y = 2 est vide. Pour ce qui est de la différence entre I'intersec-
tion de courbes dans A%(C) versus CP2, la non-compacité de A%(C) fait en sorte que des
intersections auxquelles on s’attendrait d’un point de vue algébrique peuvent se perdre a

U’infini... Donnons un exemple pour illustrer I'idée générale :

Dans A?(C) considérons le Folium de Descartes, une cubique donnée par 1’équation f(z,y) =
22 + y3 — 3zy = 0, que l'on cherche & intersecter avec la droite d’équation z +y + 1 = 0.
En éliminant la variable y en utilisant le fait que y = —x — 1 pour étre sur la droite, on

cherche donc & résoudre ’équation f(x,—z — 1) = 0. Mais nous avons
flx,—z—1) =24+ (—z -1 =3z(—zx—1)=2° -2 - 32> =32 — 1 + 32> + 3z = —1.

Il n’y a donc aucune intersection dans A%(C) entre ces deux courbes!

Si nous considérons plutét les compactifications dans CP? de ces deux courbes affines, nous
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obtenons les courbes projectives d’équations X3 +Y3 —3XYZ =0et X+Y +Z = 0. Pour
trouver les intersections, on doit résoudre G(X,Y) =0, ot G(X,Y) = F(X,Y,—-X - Y).
Mais on a

X34V -3XY(-X -Y)=(X+Y),
donc 'unique racine de ce polynoéme est [1, —1]. L’intersection consiste donc en 'unique
pour [1,—1,0], avec multiplicité d’intersection égale a 3, ce qui était prévisible par le

Théoreme 4.

COROLLAIRE 3.18. FEtant donné une courbe algébrique C de degré m et une droite
générique L de CP? : (1) les points d’intersection sont simples, au sens ot mult,(CNL) = 1.
(2) CN L contient n points.

DEMONSTRATION. On a la décomposition du polynoéme décrivant 'intersection C N L :
G(X,Y) =X —a1Y)" (boX —agY)*? - - (b, X — a,,Y)*, et on veut montrer que pour
une droite projective générique, on a ki = ko = - -+ = k;, = 1. Cest-a-dire que 'on ne
veut pas avoir de racines multiples de G. On se souvient que G aura des racines multiples
si et seulement si le discriminant R(G,G’) est identiquement nul. Comme le discriminant
est obtenu par calcul d’un déterminant, qui sera fonction continue des coefficients de G et
G’, la condition R(G,G") # 0 est effectivement générique.

Pour la seconde assertion, par la premiere partie, on a k1 = ko = --- = k,, = 1 dans le cas

d’une droite projective générique et donc C N L consiste de n points distincts. ]

Il peut étre utile de considérer un contexte plus général non pas d’intersection entre une
courbe et une droite, mais plutot d’étudier I'intersection entre une courbe et une famillle
de droites passant toutes par un point de la courbe. Afin de développer une certaine facilité
A passer de CP? & A2 (C) et vice versa, nous développons ce qui suit dans le contexte affine.
Soit p = (z0, yo) un point arbitraire de C C A%(C) donnée par un polynéme minimal f(z,y)
et considérons une droite £ passant par p : son équation paramétrique sera

T =x9+ at

Yy =1yo+ bt

ol a,b € C sont fixés et pas tous les deux nuls, correspondant a I’équation
b(z — xo) — a(y — yo) = 0.
Pour trouver l'intersection C N L on doit trouver les solutions en ¢ de ’équation

g(t) = f(wo + at,y + bt) = 0.
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On peut considérer le développement de MacLaurin algébrique

(0 an () (o
g(t):g(())—f—g( )y 49 ( )t2+ 4+ n'( Sy
Etant donné les Exercices 3.15 et 3.17, on a que L intersecte C en p = (zg,yp) avec

multiplicité & si et seulement si g*)(0) # 0 mais ¢()(0) = 0 pour tout 1 < < k. Si 'on
suppose que la multiplicité d’intersection est au moins 2, on a ainsi ¢’(0) = 0. Par la regle

de dérivation en chaine formelle, pour g(t) = f(zo + at,yo + bt) on a

of of
Gp ) at 5o () b=0.

En supposant qu'une de ces deux dérivées est non-nulle (c’est-a-dire que p est un point
régulier de la courbe), disons 0f/0x(p) # 0, alors en prenant b = 1 (rappel : les coefficients

a et b sont définis & un scalaire commun pres), on a donc

_0f/9y(p)
9f /9x(p)
et on tire de cela que I’équation linéaire de £ donnée comme b(x — xg) — a(y — yo) = 0
devient
0 0
) o= a0) + 5 0) (v~ o)

On a donc montré

PROPOSITION 3.19. Une droite L passant par un point régulier p d’une courbe C dans
A2(C) est tangente a C en p si et seulement mult,(C N L) > 2.

Cette Proposition suggere qu’il existe une approche purement algébrique de la notion de
droite tangente a une courbe algébrique, définie a partir de la multiplicité d’intersection.
Nous verrons a la section suivante que cela est bien le cas et la nouvelle approche aura
le grand avantage de s’appliquer également dans le cas des points singuliers de courbes

algébriques.

4. Singularités et notion d’ordre d’une courbe en un point

Rappelons qu’un point p sur une courbe C est dit singulier si les dérivées partielles du
polynome minimal évaluées en p sont toutes nulles. Ceci a un sens tant pour les courbes
algébriques dans A%(C) que dans CP2. Notons par ailleurs qu'il est important de travailler
avec le polynéome minimal, car autrement on voit facilement que tout point est singulier

(pourquoi au fait ?).
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EXERCICE 3.20. Montrez que pour une courbe projective C ayant une partie affine C,
on a que p € C est point singulier pour C si et seulement si il est point singulier de C.
(Indice : Identité d’Euler)

DEFINITION 3.21. On appelle lieu singulier d’une courbe algébrique C ’ensemble
Sing(C) = {p € C | C est singuliére en p}.

Une fois que nous aurons vu le Théoreme de Bézout, nous pourrons montrer que pour toute
courbe algébrique, Sing(C) est une ensemble fini. Pour I'instant, nous nous intéressons a la
description locale de la courbe autour d’un point singulier. Nous commencons par travailler
avec des courbes dans A%(C).

Soit C = V(f) une courbe de degré n et prenons un point quelconque p = (xg,yp) sur la

courbe. On peut écrire le développement de Taylor formel de f autour de p comme

k=1

oul’on a
i1 9wty P

fay = Z aij(z — xo)i(y - yo)j et  a; =
it+j=k

L’ordre du polynéme f au point p est ’entier

ordy(f) = min{k € N | fy # 0}.
Ceci nous permet de faire la définition suivante pour une courbe algébrique affine :

DEFINITION 3.22. L’ordre d’une courbe algébrique C = V(f) au point p est l'entier
ordy(€) = ordy ().

PROPOSITION 3.23. L’ordre d’une courbe C C A%(C) en un point p € A%(C) satisfait :

(1) 0 < ordy(C) < degC.

(2) pe C <= ordy(C) > 0.

(3) C est lisse en p <= ord,(C) = 1.

(4) C est singuliére en p <= ord,(C) > 1.

(5) ord,(C) = degC =n <= C est réunion de n droites (pas forcément distinctes)

passant par p.
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DEMONSTRATION. (1) est évident & partir de la définition. Pour (2) on a fg) # 0 <=
f(p) # 0 <= p & C, puisque f(;)(p) = 0 pour 1 < k < degC par construction de fy).
Les items (3) et (4) découlent directement de la définition de a;; et des définitions de point
régulier et point singulier. Finalement, pour (5), on a par définition de I'ordre que f = f(,,
si bien que f est polynéme homogene de degré n et se factorise en n facteurs linéaires (pas
forcément distincts). Ceci arrive si et seulement si C est réunion de n droites passant par
p. [l

Nous avons jusqu’a maintenant introduit deux notions qui semblent avoir tres peu en
commun : ’ordre d’une courbe en un point et la multiplicité d’intersection locale entre une
courbe et une droite. Nous allons voir qu’il y a en fait un lien a faire entre les deux notions.

Nous reprenons la décomposition du développement de Taylor formel
n
f=2fo
k=r

ou r = ord,(C) et n = deg f. Par simplicité nous supposons en outre que p € A%(C)
est placé a origine : p = (0,0). Si £ est une droite passant par p, elle est donnée par

©(t) = (Mt, Aat) et déterminée par [A1, o] € CP!. Posons maintenant

g(t) = f(e(1) =D fuy(\, A)t*.
k=r

PROPOSITION 3.24. (Inégalité ordre-multiplicité) Pour une courbe algébrique affine
C C A%(C) et £ C A%(C) une droite passant par p € C, on a ordy(C) < mult,(C N L).

Linégalité est stricte seulement pour un nombre fini de droites passant par p € C.

DEMONSTRATION. Pour le polynéme g(t) défini ci-dessus, on peut définir son ordre par
ordy(g) = min{k € N | f1y(A1,A2) # 0}. On a alors clairement que ord,(g) > ordy(f).
Par ailleurs, en vertu de ce qui a été fait a la fin de la section précédente, on a que la
multiplicité d’intersection locale en p entre C et £ est donnée par mult,(C N L) = ord,(g).
Ceci donne l'inégalité désirée.

Par définition de ordy(g), I'inégalité sera stricte si et seulement si f(,y(A1, A2) = 0. Comme
ordy(f) = ordy(C) = r, on sait que f(,) n’est pas identiquement nul, si bien qu’il existe
un nombre fini de pentes pour lesquelles f(r)()\l, A2) = 0 donnent I'inégalité stricte. Pour

toutes les autres pentes on a ’égalité mult,(C N £) = ord,(C). O
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On se souvient que l'on a défini la notion de tangente en un point p a une courbe
algébrique C seulement dans le cas ou p est un point régulier. Avec l'inégalité ordre-

multiplicité on peut généraliser la notion de droite tangente de la maniére suivante :

DEFINITION 3.25. On dit que L est tangente ta courbe algébrique C en p € CNL si l'on
a ordy(C) < mult,(CNL).

Ceci est compatible avec la définition adoptée au début du cours lorsque p est un point
régulier, puisqu’en vertu des Propositions 3.19 et 3.23, on a ord,(C) =1 < 2 < mult,(CNL).
Donnons des exemples d’intersections de droites avec une courbe en un point singulier qui

illustreront les gains faits avec une telle définition :

Pour premier exemple, nous considérons la cubique cuspidale dans A?(C), donnée par
I’équation 23 —y? = 0. La cubique a un point singulier en (0, 0) et soit £ une droite passant
par lorigine paramétrée par ¢t — (A1t, \at), avec [A1, A2] € CP!. Pour trouver C N L, on

analyse
(Mt)? — (Aot)? = 2(X3t — A3) = 0.

La multiplicité d’intersection mult,(C N L) est obtenue en déterminant la multiplicité de la
racine t = 0 de ce polynoéme. Il y a deux cas a considérer : si Ao # 0, cette multiplicité est
égale a 2, alors que si Ao = 0, elle est égale a 3. Notons que nous pouvons visualiser une
partie de ce qui se passe en restreignant notre attention &4 A%(R) : les droites avec Ay # 0
sont non-horizontales, contrairement a la droite donnée par Ao = 0. Par ailleurs 'ordre de
p = (0,0) sur la courbe C est clairement égal & 2. Donc pour toutes les droites sauf une, on
a ordp(C) = mult,(C N £) = 2. La seule droite pour laquelle ord,(C) < mult,(C N L) est la

droite donnée par Ay = 0 et c’est la droite tangente a C en p.

Le second exemple est celui du folium de Descartes, d’équation affine z3 + 3> — 3zy = 0.
A nouveau l'origine p = (0,0) est point singulier de C. L’équation de C donne directement
que l'ordre de C en p est 2. Une paramétrisation de la droite £ par t — (A1t, Aot) permet
de calculer CN L :

()\115)3 + ()\275)3 — 3)\1)\2t2 = 0.
Si AjAg # 0, on a alors mult,(C N L) =2 = ord,(C) et c’est la situation générique. Dans le

cas ol A\;A2 = 0, on obtient mult,(C N £) = 3 > ord,(C) et ceci nous donne deuz droites

tangentes a la courbe C en p : A\; = 0 ainsi que Ay = 0, visualisées dans A?(R) comme la
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droite verticale et la droite horizontale passant par I'origine.

Une différence importante entre les deux exemples ou la courbe est d’ordre 2 & I'origine est
que dans le premier les (deux) tangentes sont confondues puisque données par la condition
)\% = 0, alors que dans le second on a deux tangentes distinctes Ay = 0 et Ao = 0. On dit
qu'un point singulier d’ordre r est simple s’il y a r tangentes distinctes a C en p. C’est donc
dire que le polynéme homogene f(,) possede r zéros distincts [A1, A2] € CP! donnant les

pentes des tangentes a C en p.

Passons maintenant au cas des courbes algébriques projectives. En bref, I’étude des
tangentes, singularités, ordre ou multiplicité d’intersection de courbes C = V(F') dans
CP? se rameéne A celle faite précédemment dans le cas affine. En effet pour tout point
p = [Xo, Y, Zy] € C € CP2, on sait qu’au moins une des coordonnées est non-nulle et on
utilise la décomposition CP? = A?(C) U CP! selon cette coordonnée, de facon a ce que
I'on ait que le point p ne soit pas sur la droite a 'infini et donc ce sera un point sur la
partie affine de C selon cette décomposition de CP2. On reprend la discussion algébrique
ci-dessus en utilisant un des polynéme F(X,Y,1), F(X,1,Z) ou F(1,Y,Z) selon que l'on
ait Zy # 0,Yy5 # 0 ou Xg # 0. Tous les résultats établis dans cette section ont donc leur

version projective.



Chapitre 4

Théorie de ’intersection des courbes algébriques

1. Multiplicité d’intersection et Théoréme de Bézout

Au cours du chapitre précédent, nous avons étudié le cas particulier de l'intersec-
tion entre une courbe algébrique et une droite. Que ce soit dans A?(C) ou dans CP?,
Péquation d’une droite nous permettait d’isoler une variable en fonction de l'autre (cas af-
fine) ou des deux autres (cas projectif) et, en remplacant ceci dans 1’équation définissant la
courbe algébrique C, nous avons facilement réduit le probleme d’intersection a de ’algebre
élémentaire des polynémes en une variable (cas affine) ou des polynomes homogenes en
deux variables (cas projectif).

Nous nous proposons d’étudier le probleme de l'intersection C; N Co pour deux courbes
algébriques quelconques dans CP?. Les idées algébriques (notamment le résultant) et

géométriques développées plus t6t seront essentielles pour étudier en détail C; N Co.

Inspirés par la preuve du Lemme de Study au chapitre précédent, nous chercherons
a décrire C; N Cy en voyant CP? comme une famille de droites projectives se rencontrant
en un unique point. Montrons premierement que si C; et Co n’ont pas de composante
irréductible commune, alors C; N Cy est constitué d’un nombre fini de points de CP?. Sans
perte de généralité, supposons que Ci,Co ne passent pas par le point ¢ = [0,0, 1]. Pour

r =[X,Y,0] € CP!, posons L, la droite projective joignant x & g. On a dés lors

cP’= | L.,
reCP!

réunion de droites se rencontrant toutes en g. Pour montrer que C; N Cy est ensemble fini,
on montre que chaque droite L, intersecte C; NCo un nombre fini de fois et que parmi tous
les z € CP', seul un nombre fini sont tels que L, intersecte C; NCs. La premiere affirmation
est claire puisque l'on sait par le chapitre précédent que #(L, NCy1) < degC; ou bien que
#(Ly N C2) < degCy, car C; et Cy n'ont pas de composante en commun. Ceci qui donne
bien #(L, N (C1 NCq)) < max{deg(Ci,degCs} < c0. La seconde affirmation demande un

53
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peu plus de réflexion. Soient C; = V(F}) et Co = V(F3) et l'on voit Fy, Fy € C[X,Y][Z] :

Fl = aoZm + alZm’l + ...+ am
Fy = boZn + blZ”_l +...+ay

ol a;,b; € C[X,Y] homogenes avec dega; =i et degb; = j, s’ils ne sont pas identiquement
nuls. Comme ¢ ¢ C; et ¢ ¢ Co, on sait que ag # 0 et by # 0, puisque tous les autres
termes de Fi et F5 s’annulent en ¢ = [0,0,1]. Comme C; et C2 n’ont pas de composante
commune, on sait que R(Fy, F3) n’est pas identiquement nul dans C[X, Y] et ce sera donc
un polynoéme homogene de degré m-n. Les racines de ce polynéme existent donc en nombre
fini et donnent les directions L, le long desquelles C; et Co s’intersectent : en fixant X et
Y, ce qui revient a choisir une droite L, pour z = [X, Y, 0], on sait alors que F1(X,Y, Z) et
F>(X,Y, Z) auront un zéro en commun <= R(Fy, F5) = 0 dans C. Ceci donne les valeurs
de Z (en nombre fini, pourquoi?) telles que C; et Cq s’intersectent le long de L, et on a

bien que C; N Cy est un ensemble fini.

Donnons un exemple simple qui illustre les différentes étapes. On sait déja que deux droites
projectives s’intersectent en un unique point de CP?, alors il devrait étre facile d’appliquer

la procédure ci-dessus dans ce cas. Soient £1 et Lo d’équations respectives
Fl(X,Y,Z):alX—i-blY—l-ClZ:O et FQ(X,Y,Z):G2X+b2Y+CQZ:0.

Si ces deux équations ne partagent pas une variable parmi X, Y et Z pour laquelle les deux
coefficients sont non-nuls, ceci signifie que chaque équation se réduit & un des cas suivants :
X =0,Y = 0 ou Z = 0. Pour l'intersection entre £; et Lo, ceci fixe 2 coordonnées
homogenes égales a 0 et alors la troisieme coordonnée homogene est forcément 1, ce qui
donne 'unicité du point d’intersection dans ce cas.

Autrement, sans perte de généralité, supposons que l'on a ¢; # 0 et ¢o # 0, ce qui nous
amene a considérer les équations de £y et Lo dans C[X,Y][Z]. Le résultant a considérer

sera alors

ca X +b0Y

R(I, ) =
(F1, F2) co asX +bY

= (01a2 — Cgal)X + (Cle — Cle)Y.

L’unique racine de ce polynéme homogene dans C[X,Y] est [c1b2 — c2b1, c2a1 — c1a2]. En
remplagant dans I’équation de £; et dans celle de L2 on obtient les polynémes dans C[Z]
a1 (c1by—cab1)+b1(coa1 —cras)+c1Z et ag(c1ba —caby) +bo(coar —craz) +c2Z, ayant comme

racine Z = agby — boay. Finalement on a donc trouvé que £1 N Ly consiste de I'unique point
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[c1ba — caby, a1 — crag, agby — baaq]]. Ce résultat devrait vous rappeler la regle de Cramer

vue en Algebre linéaire.

Nous pouvons raffiner le résultat de finitude de C; N Csy, en démontrant ce qui est parfois

appelé la version faible du Théoreme de Bézout :

THEOREME 4.1. Soient Cy et Co des courbes algébriques de CP? sans composante com-
mune. Alors on a #(C1 NCy) < degCy - deg Co.

DEMONSTRATION. Comme on sait que C; N Cs est fini, il y aura également un nombre
fini de droites projectives reliant les points d’intersection entre eux. Dans la construction
ci-dessus, choisissons alors ¢ tel que ¢ ¢ C; UCs et afin qu'il ne soit sur aucune des droites
reliant les points de C; N Cs. Il s’en suit que chaque droite L, contient au plus un point
d’intersection de C; et Cs. Il y a donc au plus le méme nombre de points d’intersection dans
C1NCy qu’il y a de zéros au résultant G. Puisque G est homogeéne de degré degC; - degCs,

on obtient bien le résultat. OJ

Notons que ce théoréme implique en particulier le fait remarquable suivant : si deux
courbes C; et Cy s’intersectent en plus de deg C; - deg Co points, elles ont forcément une com-
posante en commun. En particulier, pour deux courbes irréductibles, soit elles ont au plus
deg Cy-deg Cs points d’intersection, ou alors on doit avoir C; = Cs. Ceci donne lieu a un argu-
ment de type local/global de la fagon suivante : pour montrer que deux courbes algébriques
irréductibles coincident partout dans CP2, il suffit de montrer qu’elles coincident autour

d’un unique point.

Le résultat fondamental qu’est le Théoréme de Bézout établit que I'inégalité du théoreme
précédent est en fait toujours une égalité si I’on compte les points d’intersection avec mul-
tiplicité, notion que nous devons maintenant définir. Soient C; = V(F)) et Co = V(Fy)
n’ayant pas de composante commune dans CP2. On suppose en outre que les deux courbes
ne passent pas par ¢ = [0,0, 1] et que sur chaque droite projective passant par ¢ il y a au
plus un point d’intersection entre C; et Ca. Soit p = [Xo, Yy, Zo] € C1 NCy et p' = [Xo, Yo

DEFINITION 4.2. On définit la multiplicité d’intersection locale entre C1 et Co en p €
C1 N Cy par mult,(Cy N Ca) = ord,y R(F, F3).

Il y a plusieurs définitions que ’on peut faire de la notion de multiplicité. Celle donnée

ici a I’avantage d’étre élémentaire et ainsi nous permettre d’arriver rapidement au Théoreme
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de Bézout. Elle a par contre le défaut de dépendre - en apparence - de certains choix que
nous aurons faits dans la construction. On peut développer une approche axiomatique de
mult,(C1NC2) qui met en valeur le fait qu’il s’agit en fait d’un invariant projectif des courbes
algébriques. Ceci peut étre fait de diverses manieéres, notamment en utilisant un peu d’Ana-
lyse complexe (voir le chapitre 14 de [Gib]) ou en développant une approche homologique
de lintersection (voir [BK]). A la fin du chapitre nous donnerons une construction pro-

posée dans [Kir].

Passons maintenant a I’énoncé d’un des résultats majeurs de ce cours :

THEOREME 5. (Théoréme de Bézout) Pour deuz courbes algébriques Ci et Co de

CP? sans composante commune, on a

> multy(Cr NCy) = degCy - deg Ca.
peC1NCa
DEMONSTRATION. En reprenant la discussion du début de la section, on a R(Fy, Fb)

polynéme homogene de degré degC; - degCo et donc il se factorise en
R(FI,F) = (a1 X — BiY)¥ - (X — b, Y )P,

Un p' = [Xo, Yo] racine de R(Fy, Fy) provient d'un facteur (a; X — 3;Y)*. Pour chaque tel
P/, il y a par construction un unique Zy tel que p = [Xy, Yo, Zy] € C1NCa. Selon la définition

que nous avons faite pour la multiplicité d’intersection, on a ainsi

> omulty(C1NCG) = Y ordy R(Fy, Fy) =Y ki = deg R(F}, Fy) = degCy - deg Ca.
peC1NCa peC1NCa =1

0

Notons en particulier que pour des courbes ayant plusieurs composantes, c’est-a-dire que
C=C1UCU...UCy et ' =C{UCh U...UC), données par F = Fy---F, et H=Hy--- H,y,
cette formule implique en particulier que chacune des composantes de C intersecte chacune

des composantes de C' et on a

Z mult,(CNC') = (deg Fy + ... + deg F,)(deg Hy + ... + deg Hy,)
pecnc’

= ) (degF)- (deg H;).
1<i<n
1<j<m
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Sous cette forme on voit comment le Théoreme de Bézout s’étend facilement des courbes
algébriques de CP? aux diviseurs de CP? : Si C = V(FIMFy2 ... Fkn) définit le diviseur
k1Ci 4 kaCo+ ..+ EnCr et C' = V(HI HE - Hbn) définit le diviseur 11Cy +19Ch + .. + 1nChy,
alors un point dans C NC’ est un zéro commun d’un certain Flkz et d’'un certain Hjl«j . Mais
on a deg Ffl = k;deg F; et deg H]l-j = l; deg Hj, donc le terme dans le membre de droite de
I'égalité de sommes ci-dessus est (k;l;) deg F; - deg H;. De méme pour le membre de gauche
on a mult, (k;,C; N1;C;) = (k;l;) mult,(C; N CY), ce qui donne bien le résultat.

COROLLAIRE 4.3. Toute courbe algébrique de CP? qui est lisse, ¢’est-a-dire qui n’a pas

de points singuliers, est forcément irréductible.

DEMONSTRATION. On montre la contraposée : si C = C1 UCs, on a par le Théoréme de
Bézout que C1 NCy # @&. Mais chacun des points de cette intersection est un point singulier

de C (pourquoi ?), ce qui montre que C ne peut étre lisse si elle est réductible. ]

On se souvient que la Proposition 3.24 établissait une inégalité entre la multiplicité d’in-
tersection entre une courbe et une droite et 'ordre d’un point sur la courbe. Le résultat

qui suit décrit la situation générale pour l'intersection entre deux courbes projectives :

THEOREME 4.4. (Inégalité ordre-multiplicité) Soient C; = V(F) et Co = V(Q)

deuz courbes de CP? n’ayant pas de composante commune et p € Cy N Cy. Alors on a
mult, (C; N C2) > ord,(Cy) - ordy(Ca).

DEMONSTRATION. Soient m = deg F' et n = deg G et supposons sans perte de généralité
que [0,0,1] ¢ C; UCq et que ce point n’est pas non plus sur une des droites reliant les
points de C; NCy. On suppose de plus que p = [0, 1, 0]. On se souvient que mult,(C; NCa) =
ordjg 1] R(F, G), ot R(F, G) est vu comme un polynome a coefficients dans C[X, Y. Puisque
p = 1[0,1,0], on considere f(X,Y) = F(X,Y,0) et g(X,Y) = G(X,Y,0) et ainsi le calcul
de la multiplicité est obtenu en trouvant la multiplicité de la racine X = 0 de R(f, g), po-
lynéme vu comme élément de C[X]. Posons ord,(C;1) = r et ord,(C2) = s. On aura montré
le résultat si I’on arrive a prouver que l'on peut mettre en facteur X" dans le résultant
R(f,g). Ceci sera accompli par des opérations astucieuses sur les lignes et colonnes de

R(f,g). On peut écrire

FXY) = [foX"+ AXTY + o+ LY+ frpa YT 4 £ YR 4
g(X,Y) = [goX* + g XY + 4 gV + gep1 Y + gV 4 L
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ou la fin de chaque expression ci-dessus n’est pas importante pour notre argument. Le

résultant est alors exprimé comme

foX" ler—l fre1 fm
0 fOXT leT_l fr fmfl fm
R(fig)=| v
goX* g1 X1 O T e On
0 goX? ngs_1 Js+1 - - Gn
Pour les termes de F, on multiplie la ligne 1 par X*, la ligne 2 par X!, ..., la ligne s

par X. Ceci a pour effet de multiplier le déterminant par X°, ot S =1+2+3+ ...+ 5=
2s(s + 1). De méme pour les termes de G, on multiplie la ligne 1 par X", la ligne 2
par X", ..., la ligne r par X. Ceci a pour effet de multiplier le déterminant par X%, on
R=1+24..4r= %r(r—i—l). Une fois ceci accompli, on peut mettre en facteur : X" ¢ dans
la colonne 1, X" 5! dans la colonne 2, ..., X dans la colonne r + s. Donc ce déterminant
a un facteur de la forme XV, ot N =142+ ...+ (r+s) = 3(r + s)(r + s + 1). Tout ceci
mis ensemble nous donne que le résultant R(f,g) a un facteur de la forme X N=F=5 avec
N—-R—-S=3(r+s)(r+s+1)—ir(r+1)—3s(s+1) = rs, ce qui conclut la preuve. O

2. Nombre de points singuliers d’une courbe algébrique

La premiere application du Théoreme de Bézout est de mieux décrire I’ensemble Sing(C)
pour une courbe algébrique quelconque C dans CP2. Nous commencons par montrer que
cet ensemble est fini : une courbe algébrique définie par son polynéme minimal a toujours
un nombre fini de points singuliers.

Pour la preuve de ceci, nous commencons par travailler dans A2(C) et soient C = V(f),C, =
V(8f/0x) et Cy = V(Of/dy). On note alors que Sing(C) = CNC,NC, dans A?(C). On peut
supposer que deg f > 2 puisqu’une droite est lisse en tout point. On a alors deg df/0zx > 1
ou encore deg df/dy > 1. Sans perte de généralité supposons que degdf/0x > 1. On a C,
courbe algébrique et Sing(C) C C N Cy;. On aura donc fini si on montre que C N C; est un
ensemble fini.

Pour ceci on a besoin du Théoréeme de Bézout pour les diviseurs : en effet, il se peut que

df/0x ne soit pas polynéme minimal pour C, (par exemple si f = xy? 4+ 1). On doit
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également montrer que C et C, n’ont pas de composante commune. Si on a f = g+ h et

0f /0x = g - hq, avec g irréductible, alors

g‘hl_h'ngrg'gZ’
et donc g divise h-9g/0x. Si Og/dx n’est pas polynéme nul, g divise h car on sait que g ne
divise pas 0g/0x. Mais ainsi on aurait que g2 divise f, contredisant la minimalité de f. Si au
contraire dg/0x = 0, alors g = y — a. Mais on peut toujours choisir des coordonnées affines
sur A%(C) de facon a ce que C n’ait pas de composante parallele aux axes de coordonnées,
donc ce dernier cas est exclus également.

Par la version faible du Théoréeme de Bézout, on a immédiatement que
#Sing(C) < #(CNCy) < degC -degC, < +00

pour la partie affine d’une courbe algébrique. Mais alors la partie a I'infini de C consiste soit
en une composante donnée par la droite a l'infini (qui est lisse) ou alors il y a un nombre
fini de points a l'infini et ainsi dans tous les cas de figure, on sait que Sing(C) est fini dans
tout CP2.

Maintenant que nous savons que Sing(C) est toujours fini, nous nous attaquons au probleme

de trouver une borne supérieure a sa cardinalité.

PROPOSITION 4.5. Soit C une courbe irréductible de degré n dans CP? ayant {p1,p2, .-, Pk}

points singuliers. Alors

k
> " ordy, (C)(ordy, (C) — 1) < n(n —1).
=1

En particulier, on a # Sing(C) < in(n —1).

DEMONSTRATION. Puisque Sing(C) C V(F) NV (9F/0X), on travaille sur 1’ensemble
V(F)NV(9F/0X) et on applique le Théoreme de Bézout. On suppose que [1,0,0] n’est
pas sur C, donc le coefficient de X™ dans le développement de F' est non-nul. La courbe
C étant irréductible, elle ne peut avoir de facteurs en commun avec V(0F/0X) puisque
degdF/0X =n—1<n.

Si p; a un ordre k; sur C, alors il a un ordre au moins égal a k; — 1 sur V(90F/0X) : toute
(ki — 2)®me dérivée de OF/0X est (k; — 1)*™¢ dérivée de F et donc identiquement nulle.

En combinant la version faible du Théoreme de Bézout et 'inégalité ordre-multiplicité, on
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a bien

k k
> " ordy, (C)(ord,, (C) — 1) <> " multy, (CNV(OF/0X)) < n(n — 1).
=1 =1

La seconde inégalité découle de la premiere une fois que 'on se rappelle que ord,, (C) >

2 (1 < i < k) puisque ce sont des points singuliers de la courbe algébrique C. O

Cette inégalité n’est cependant pas optimale. Par exemple, elle prédit qu'une conique
irréductible a au plus un point singulier (alors qu’on sait qu’il n’y en a aucun par la clas-
sification projective des coniques) ou encore qu'une cubique irréductible a au plus trois
points singuliers (alors que la classification complete dans CP? du Chapitre 15 de [Gib]
nous enseigne qu’il y en a au plus un). Nous allons donc chercher & améliorer la borne

supérieure pour # Sing(C).

Nous devons commencer par une digression sur le nombre de courbes algébriques passant
par des points donnés dans CP2. Par exemple, par 2 points il passe exactement une courbe
de degré 1 (droite) de CP2. De méme on peut montrer (Exercice) que par 5 points de CP?
tels que 4 quelconques ne soient jamais alignés, il passe une unique courbe algébrique de
degré 2 (conique).
Définissons Vj, ,, € C[Xg, X1, ..., Xj] 'espace vectoriel des polynémes homogenes de degré
(au plus) n en k + 1 variables. On peut montrer par induction (Exercice) que l'on a
dimVj ,, = (”:k) Si on considere f, g € Vj ,, comme équivalents lorsque f = A\g pour un cer-
tain A € C*, alors pour k = 2 ces classes d’équivalences sont représentées géométriquement
par des diviseurs efficaces de degré n dans CP2. Notons par ailleurs que, par construction,
l'espace quotient V5 ,,/C* est isomorphe & CPY, ot N = (”22) -1
Soit

FX,)Y,Z)= Y auX'YIZ*

i+j+k=n

un polynéme homogene et p = [po, p1,p2] € CP? un point. Alors on a p € V(F) <=
F(po,p1,p2) = 0 et si 'on voit les a;;, comme variables, cette derniere équation donne une
condition linéaire sur les NV + 1 coefficients a;;; de F', donc sur les coordonnées homogenes
dans CP¥. Donc tout point de CP? par lequel passe ce diviseur de degré n détermine un
hyperplan de CPY. On peut montrer (exercice facile d’Algebre linéaire) que l'intersection
de N hyperplans dans CP" contient au moins un point de CPY. On dit que des points
P1, D2, .., pN € CP? sont en position générale si les hyperplans qu’ils déterminent dans CP™

s’intersectent exactement en un point.
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LEMME 4.6. Par %n(n + 3) points de CP? il passe au moins une courbe algébrique de
degré au plus n. Si les points sont en position générale, il y a exactement 1 diviseur efficace

de degré n contenant ces points.

DEMONSTRATION. En effet on a l'identité algébrique (":2) —-1= %n(n + 3) qui est
trés facilement démontrée et ainsi, par ce qui précede, les %n(n + 3) points déterminent
N hyperplans de CP¥ et leur intersection (non-vide) correspond aux diviseurs de degré n
passant par tous ces points. Ceci donne bien au moins une courbe algébrique de degré au
plus n passant par ces points.

Si les points sont en position générale, I'intersection des N hyperplans dans CPY donne
lieu & un unique point de CPY, correspondant & un unique diviseur efficace (la condition

“efficace” est nécessaire ici pour garantir 1'unicité). O

Avec ces préliminaires établis, nous pouvons énoncer le résultat optimal pour ce qui

est du nombre de points singuliers d’une courbe algébrique :

THEOREME 4.7. Une courbe irréductible de CP? posséde au plus (n—1)(n—2) points

singuliers.

DEMONSTRATION. Posons 3(n—1)(n—2) = y(n). Les cas n = 1 et n = 2 du théoréme
sont connus par la géométrie élémentaire. Supposons donc que n > 3 et que la courbe C
possede y(n) + 1 points singuliers. Nous chercherons & arriver & une contradiction.
Ajoutons a ces y(n) + 1 points n — 3 autres points sur C et appelons tous ces points
distingués. On a alors y(n) + 1+ n — 3 = 3(n —2)(n+ 1) points distingués. Par le Lemme
précédent, on sait qu’il existe une courbe C’ de degré m < n— 2 passant par tous ces points.
Intéressons-nous & la multiplicité d’intersection locale mult,(C NC’) : pour p € C singulier,
on sait que mult,(C NC’) > 2 par l'inégalité ordre-multiplicité, alors que pour les autres
n — 3 points, on a mult,(C NC’) > 1. Ceci donne

> mult,(CNC) >2(y(n) +1) +n—-3=n(n—2)+1.
pecnc’
Mais par ailleurs, comme C est irréductible par hypothese, C' ne peut étre composante de
C et comme degC’ < n par construction, on ne peut pas plus avoir que C est composante
de C'. Nous sommes dans les conditions d’application du Théoréme de Bézout et on doit
avoir
Z mult,(CNC")=n-m < n(n—2),
pecnc’
ce qui contredit I'inégalité de multiplicité obtenue il y a quelques lignes. O
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COROLLAIRE 4.8. Une courbe C de degré n dans CP? posséde au plus sn(n—1) singu-

larités, avec égalité exactement dans le cas ot la courbe est réunion de n droites distinctes.

DEMONSTRATION. Exercice (Indice : induction finie sur le nombre de composantes
irréductibles de la courbe).
O

3. Nombre de points d’inflexion d’une courbe algébrique

Revenons maintenant a la notion de point d’inflexion d’une courbe algébrique que nous
avons brievement introduite & la fin du Chapitre 1, maintenant que nous avons plus d’outils
A notre disposition. On se souvient que pour C = V(F) C CP?, on a introduit la matrice
hessienne

Fxx Fxy Fxz
Hp = | Fyx Fyy Fyz |,
Fzx Fzy Fzz
ainsi que le déterminant hessien de C au point p € C : Hp(p) = det Hp

DEFINITION 4.9. On appelle courbe hessienne de C = V(F) la courbe H(C) =V (HFp).

Donnons rapidement quelques exemples :
(1) F = X% +Y?+ Z2 donne apres un bref calcul Hp = 8 et donc H(C) = @.
(2) F=XY(X —Y) donne Hr = 0 et donc H(C) = CP2.
(3) F = XY Z implique que Hp = 2XY Z et donc on a H(C) =C.
(4) F = X(X? 4 Y? + Z?) union d’'une droite et d'une conique a pour Hessien Hp =

8X(3X2—-Y?—Z?), ce qui donne H(C) comme réunion d’une droite et une conique

également.

Nous rappelons que la condition pour qu’un point régulier p € C soit point d’inflexion a été
donnée a la Définition 1.20 dans le cadre affine. En ayant développé la notion de multiplicité
d’intersection entre une courbe et une droite, on peut réinterpréter cette condition condition
en disant que p € C est point d’'inflexion <= mult,(C N L) > 3, pour une certaine
droite £ passant par p. Notons qu’en vertu de la Proposition 3.19, la condition implique
que L est droite tangente a C en p. On dit qu'un point d’inflexion est simple si I'on a
exactement mult,(C N L) = 3. Sous des hypotheses facilement remplies, le lemme suivant,
qui découle facilement du développement de Mac Laurin pour C, donne une forme pratique

pour travailler avec le polynome de C :
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LEMME 4.10. Soit C = V(f) C A%2(C) et p = (0,0) point régulier avec tangente a C en
p donnée par L =V (y). Alors si k =mult,(CN L) < oo, on a

flx,y) = aFg(z) + yh(z,y),

ot g(0) # 0 et h(0,0) # 0.

DEMONSTRATION. Une telle décomposition existe clairement si ’on ne considére pas
les restrictions sur les fonctions g(z) et h(x,y), puisque par hypothese la droite y = 0 n’est
pas composante de C. Comme la tangente a la courbe est y = 0 et que sa multiplicité
d’intersection avec C est k, on ne peut avoir g(0) = 0 car alors la multiplicité d’intersection
avec la tangente serait au moins k+1. Finalement, comme la droite z = 0 n’est pas tangente
a C en (0,0) elle doit avoir multiplicité d’intersection égale a 1 avec la courbe et donc on
doit bien avoir h(0,0) # 0. O

LEMME 4.11. Soit C € CP? une courbe algébrique irréductible de degré n. Alors tout

point de C est point d’inflexion si et seulement sin = 1.

DEMONSTRATION. (Idée) Il est immédiat de voir que pour une courbe de degré 1 toutes
les dérivées secondes sont identiquement nulles et donc Hr = 0. Par la Proposition 1.17
du premier chapitre et le fait que qu’une courbe algébrique de degré 1 n’a pas de point
singulier, on obtient que tous les points de C sont points d’inflexion.
L’autre direction requiert plus d’idées et nous ne faisons qu’esquisser une approche ici, les
détails étant fournis au Lemme 3.32 & la page 72 du livre [Kir]. On peut sans perte de
généralité se restreindre au cas des courbes affines (pourquoi 7). Autour d’un point régulier
p de C = V(f) dans A%(C), le Théoréme des fonctions implicites vu en Analyse complexe
permet d’exprimer f(z,y) = 0 comme y = ¢(z) ou possiblement = = 1 (y). Dans les deux
cas on peut montrer que la condition pour n’avoir que des points d’inflexions autour de
p est localement équivalente & dire que d?p/dx? = 0, ou possiblement d?1)/dy? = 0. Cela
donne une forme affine pout ¢ ou ¥, si bien qu’autour de p la courbe C contient un morceau
de droite. La courbe étant irréductible, ce doit alors étre une droite en vertu de la breve

discussion apres le Théoreme 4.1. O

On peut des lors donner le lien précis entre la notion de courbe hessienne et celle de

point d’inflexion :

PROPOSITION 4.12. Soit C = V(F) C CP? une courbe algébrique de degré n ne conte-

nant pas de droite. Alors
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(1) H(C) est une courbe algébrique de degré 3(n — 2).
(2) p € C point régulier est une point d’inflexion de C <= p € H(C).
(8) C et H(C) n'ont pas de composante en commun.

(4) Sip € CNH(C) est point d’inflexion simple de C, alors on a ord,(H(C)) =1 et
mult,(CNH(C)) = 1.

DEMONSTRATION. Pour (1) puisque C ne contient pas de droite, on a que Hp n’est
pas identiquement nul en vertu du lemme précédent. Alors H(C) est donnée comme lieu
d’annulation d’un polynoéme, en vertu de la définition de H g et c’est donc bien une courbe
algébrique. La partie (2) a déja été montré dans la discussion sur les cubiques (Proposi-
tion 1.17). On en déduit une preuve de (3) puisque si C et H(C) avaient une composante
commune, alors le Lemme 4.11 et sa preuve impliqueraient que C contient une droite,
contredisant une hypothése de ’énoncé. La partie (4) requiert un peu plus de travail. On
se place dans les hypotheses du Lemme 4.10 adaptées au contexte des courbes projectives :

C est donnée par un polynome de la forme
F(X,Y,2) = X*G(X,Z)+ YH(X,Y, Z),

et la tangente £ a C en p = [0, 0, 1] donnée comme V(Y'). Pour avoir mult,(CN L) =k, on
doit avoir G(0,1) # 0 et pour que p ne soit pas point singulier, on doit avoir H(0,0,1) # 0
(autrement les dérivées de F' s’annulent toutes en [0, 0, 1]). Alors un bref calcul donne que

la courbe H(C) est donnée comme lieu d’annulation du polynome
Hp(X,Y,Z) = X*2G(X,Z2)+YH(X,Y, Z),

ou l'on doit avoir é(O, 1) # 0 car Hp ne peut avoir que k — 2 facteurs en X puisque F
en a exactement k. Il s’ensuit que la multiplicité d’intersection entre C et H(C) satisfait
en général mult,(C N H(C)) = k — 2. Dans le cas particulier ot p est un point d’inflexion
simple, on a k = 3 et donc mult,(C N H(C)) = 1. L’inégalité ordre-multiplicité (Théoreme
4.4) implique alors que ord,(#(C)) = 1 tel que demandé. O

On peut alors combiner ceci au Théoreme de Bézout et obtenir une borne supérieure

sur le nombre de points d’inflexion d’une courbe algébrique dans CP? :

THEOREME 4.13. Une courbe algébrique de degré n dans CP? ne contenant pas de droite
posséde au plus 3n(n — 2) points d’inflexion. Il y a exactement 3n(n — 2) points d’inflexion

lorsque C ne possede pas de point singulier et que les points d’inflexion sont simples.
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DEMONSTRATION. La premiére partie découle directement de la version faible de Bézout
et de la partie (1) de la derniére proposition. Si en outre il n’y a pas de points singuliers
pour C ont sait que 'intersection avec H(C) ne consistera qu’en des points d’inflexions et
si ceux-ci sont simples, on aura bien 3n(n — 2) = degC - deg H(C) points distincts dans

CNH(C). 0

Regardons par exemple les points d’inflexion de la cubique de Fermat donnée par
F(X,Y,Z) = X3+ Y3+ Z3. On calcule facilement Hp = 63XY Z, si bien que la courbe
hessienne H(C) consiste des droites X =0, Y =0 et Z = 0. Sur la droite projective Z =0
on a alors 3 points d’inflexion [1, —1,0], [¢, —1,0] et [¢2,—1,0], o1 £ est racine cubique de
I'unité. Il en sera de méme pour les deux autres droites, a chaque fois les 3 points d’inflexion
étant obtenus en permutant la variable annulée. Ceci nous donne donc 9 points d’inflexion
pour la cubique de Fermat, le maximum possible. On notera en outre les 3 points d’in-

flexion réels [1,—1,0],]0,1,—1] et [1,0, —1] qui sont alignés.

On peut voir cet exemple dans le contexte général des cubiques non-singulieres :

COROLLAIRE 4.14. Une cubique non-singuliére posséde forcément 9 points d’inflexion
distincts dans CP2.

DEMONSTRATION. Pour une tangente d’inflexion £ on sait que 'on a mult,(CNL) > 3.
Comme C est de degré 3, il s’agit en fait d’une égalité si bien que tout point d’inflexion sur
une cubique est simple. Comme C est non-singuliere, on a que CNH(C) ne contient que des

points d’inflexion. On a la conclusion voulue en faisant appel au Théoreme de Bézout. [

Finalement regardons le cas d'une cubique singuliére, la cubique de Neil projective
d’équation X? — Y2Z = 0. Sa courbe hessienne #(C) sera également une cubique dont

I’équation est

6X 0 0
0 27 2| =0
0 2y O

ce qui signifie que H(C) est donnée par 1’équation XY? = 0. Il s’agit donc d’une cubique
dégénérée. Les points d’intersection C N H(C) ne sont donc que deux : le point singulier
[0,0,1] de la cubique de Neil C et le point d’inflexion [0, 1, 0] de cette cubique. Le Théoréme
de Bézout pour les diviseurs prévoit que la somme des multiplicités d’intersection devrait
étre égale a 9. Vérifions que c’est effectivement le cas :

(1) La composante X = 0 de H(C) intersecte C au point singulier [0, 0, 1] avec multiplicité
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2 (ceci a été montré tout juste apres la définition 3.25) et donc elle intersecte C au point
d’inflexion [0, 1,0] avec multiplicité 1.

(2) La composante Y2 = 0 est un diviseur de la forme 2 V(Y) Comme Y = 0 intersecte C
en [0,0, 1] avec multiplicité 3 (encore la ceci a été fait sous la définition 3.25), la multiplicité
d’intersection entre Y2 = 0 et C est donc de 6.

Lorsque 'on compte avec multiplicité les intersections dans C N H(C) , on a donc bien

6 + 2 + 1 =9 points d’intersection dans CP? tel que prévu par Bézout.

4. Une approche axiomatique de la multiplicité d’intersection

Pour la preuve du Théoreme de Bézout, nous nous sommes contentés d’une définition
de la multiplicité d’intersection locale entre deux courbes C; et Co qui faisait appel a des
choix particuliers et coordonnées sur CP? et nous n’avons pas démontré que cette mul-
tiplicité est un invariant de C; et Co. Nous nous tournons maintenant vers une approche
axiomatique de la multiplicité d’intersection, exposée dans le livre [Kir], qui mettra un

point final & cette discussion.

Dans CP? soient C = V(F) une courbe algébrique de degré n et D = V(G) une courbe
algébrique de degré m. Nous définissons ci-dessous un objet I,,(C, D) ayant les propriétés

suivantes :

(1) 11 est donné par 6 axiomes.

(2) Les axiomes suffisent pour le calculer pour toutes les courbes (ceci donne 'unicité).
(3) Les axiomes sont préservés par les transformations projectives.
(4)

4) Le nombre mult,(C, D) introduit auparavant satisfait ces 6 axiomes.

Axiomatique pour I,(C,D) :

(1) Ip(cv D) = Ip(Dac)

(2) I,(C,D) = 400 si p est sur une composante commune de C et D. Autrement, I,(C, D)
est un entier positif ou nul.

(3) Ip(C,D) =0 <= p¢CND.

(4) Si Ly et Lo sont des droites projectives distinctes, alors I;,(£1, L2) = 1 pour I'unique
pE LN L.

(5) Ip(cl U CQa D) = Ip(cla D) + IP(CQa D)
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(6) Sionpose £ =V (F-H+G),ondegH=m—n,alors I,(C,D) = I,(C,£)

On montre que (1)-(6) suffisent pour calculer I,(C, D). Puisque ces 6 propriétés ne
dépendent pas des coordonnées de p € CP?, on suppose que p = [0,0,1]. On peut en outre
se ramener au cas ou les polynomes F' et G sont irréductibles en appliquant (1) et (5).
Il y a deux cas faciles. Si I,(C,D) = 0, la condition (3) dit que p ¢ C N D et alors les 5
autres axiomes sont trivialement satisfaits. De méme si I,(C, D) = +oo, I'axiome (2) et
I’hypothese F' et G irréductibles donnent F' = G et alors tous les axiomes sont facilement

vérifiés.

On peut donc supposer pour la suite que I,(C,D) = k > 0. L’idée de la preuve est de
procéder par induction sur k, en supposant que tout I,(C, D) inférieur & k peut étre calculé
de maniere unique a partir de (1)—(6). Considérons les polynomes F(X,0,1) et G(X,0,1)

dans C[X], de degrés respectivement r et s. Par axiome (1) on peut supposer que r < s.

Cas I : Supposons que 7 = 0. Alors F(X,0,1) polynéme constant et donc F(X,0,1) =0
car F'(0,0,1) = 0 (p € CND puisque I,,(C,D) = k > 0). Puisque F est homogene, on a
F(X,0,Z) =0 dans C[X, Z]. Ceci signifie que F(X,Y, Z) est de la forme

F(X,Y,Z)=Y -R(X,Y, Z),

pour un certain polynéme homogene R. On peut par ailleurs décomposer le polynéme

homogene G' comme
GX,)Y,2)=G(X,0,2)+Y -S(X,)Y,Z2)=X1-T(X,Z)+Y -S(X,Y, 2),

ou T(X, Z) satisfait T'(0,1) # 0 et ¢ > 0 car G(0,0,1) = 0. La condition T'(0, 1) # 0 signifie
que [0,0,1] ¢ V(T') et donc par (3) on a I,(V(Y),V(T)) = 0. Par ailleurs, par I’axiome (4)
on sait que I,(V(Y), V(X)) = 1. En appliquant I’axiome (5) on obtient

1,(C,D) = I,(V(Y), D) + I,(V(R), D).
Ensuite en appliquant 1’axiome (6) & V(Y),V(G) et V(G — Y'S), on trouve
L,(V(Y), D)= L,(V({Y),V(X?-T(X, 2)).
En utilisant & nouveau (5) ainsi que le facteur X9 -T(X, Z) a répétition, il en découle que

L(V(Y),D)=q-L(V(Y), V(X)) + L,(V(Y),V(T)) = ¢-



68 4. THEORIE DE L’INTERSECTION DES COURBES ALGEBRIQUES

Ceci permet d’écrire
Ip(cv D) =q+ IP(V(R)7 D)a

et cette équation combinée & ¢ > 0 donne I,(V(R), D) < I,(C, D) = k alors par ’hypothese
d’induction on sait que I,(V(R), D) est calculable de maniére unique & partir de (1)—(6).

Il s’en suit que I,(C, D) lui-méme est calculé uniquement & partir de (1)—(6).

Cas II : Supposons maintenant que r > 0. Dans ce cas F(X,0,1) et G(X,0,1) sont des
polynoémes non-nuls dans C[X] (rappel : » < s) et en les multipliant chacun par une
constante, on les rend moniques en X. Définissons un nouveau polynéme homogene : si

n = deg F' et m = deg G, soit
UX,Y,Z2)=2""".G(X,Y,Z) - X*". 2™ . F(X,Y, 7).
Notons que 1’on ne peut avoir U(X,Y, Z) = 0 car, par hypothese, F' et G sont irréductibles

et distincts. Ce polynéme a en outre la propriété que le polynome U(X,0,1) € C[X] a un
degré t < s puisque

U(X,0,1) =G(X,0,1) - X°*"- F(X,0,1)
est différence de deux polynomes moniques de méme degré s. Par 'axiome (6), on a
L(V(F),V(U)) = L,(V(F),V(Z"" - G)) et donc
L(V(F),V({U)) = (n+s—r) - L(V(F),V(Z)) + L,(V(F),V(G)).

Le terme I,(V(F),V(Z)) est nul puisque p = [0, 0, 1] ¢ V(Z), donc la conclusion de ce Cas
IT est que, pour calculer I,(C, D), on peut remplacer F' et G par F et U, avec

degU(X,0,1) =t < s =deg G(X,0,1).

En répétant cette étape pour F et U (si r < t) ou pour U et F' (si t < r), aprés un nombre

fini de fois, on se ramene au Cas I ou r = 0, cas qui a déja été traité.

Dans notre plan de preuve pour l'invariance projective de la multiplicité d’intersection, la
partie la plus facile est de voir que le nombre I,(C,D) défini par les axiomes (1)—(6) est
préservé par une transformation projective. Ceci repose sur le fait qu’une transformation
projective 7: CP? — CP? préserve : la propriété d’intersection de deux courbes, le degré

des courbes algébriques et la décomposition en composantes.
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Il nous reste donc a voir que pour p = [Xo,Yp, Zy] le nombre mult,(C N D) introduit
précédemment comme

mult, (C N'D) = ord|x, v, (R(F, G))

satisfait les axiomes (1)—(6) :

(1) Découle de la propriété générale de changement de signe du déterminant lorsque 1’on
intervertit deux lignes, ce qui donne R(F,G) = £R(G, F) et donc ne change pas les racines
ni leurs multiplicités.

(2) Découle de la propriété du résultant voulant que R(F,G) =0 dans C[X,Y] <= C et
D ont une composante en commun.

(3) Onap=la,bc € CND <= F(X,b,c) et G(X,b,c) ont une racine commune en
a < R(F,G) € C[Y,Z] s'annulle pour Y =bet Z = ¢ <= (bZ — cY') est facteur de
R(F,G) <= mult,(CND) > 0.

(4) C’est un calcul facile de résultant avec un déterminant 2 x 2 donnant mult, (£, £2) =1
pour p = L1 N Ls.

(5) et (6) Découlent de propriétés purement algébriques du résultant (voir [Kir| Sec-
tion 3.1) : R(F, Gy - G2) = R(F,G1) - R(F,G2) (donc les multiplicités s’additionnent) et
R(F,F - H+ G) = R(F,G) (opération sur les lignes).

5. Une application en Géométrie projective classique

PROPOSITION 4.15. Soient deux courbes C et D de degré respectivement n et m, avec
n > m, qui s’intersectent exactement en n - m points. On suppose que n - k de ces points
sont sur une courbe algébrique irréductible £ de degré k < m. Alors on peut trouver une

courbe algébrique de degré au plus n — k contenant les n(m — k) autres points de C N D.

DEMONSTRATION. Soient C = V(F),D = V(G) et £ = V(H) et choisissons [a, b, c] € £
qui ne soit pas sur C N'D. Alors la courbe £ de degré au plus n définie par
G(a,b,c)F(X,Y,Z) — F(a,b,c)G(X,Y,Z) =0

intersecte £ en au moins n - k + 1 points : les n - k points de C ND qui sont sur & et le
point [a, b, c]. Par la version faible de Bézout, ceci implique que £ et £ ont une composante
en commun et cette composante doit étre tout &£, puisque £ est supposée irréductible. Au

niveau polynomial, on a donc

G(a,b,c)F(X,Y,Z) _F(a7baC)G(XaKZ) = H(X,Y,Z) K(X,Y;Z)
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pour un certain polynéme K de degré au plus n—k. Alors les n(m—k) points de CN'D qui ne
sont pas sur & = V(H) sont sur la courbe de degré au plus n— k définie par K(X,Y,Z) =0

tel que voulu. O

On déduit de ce résultat sur les courbes algébriques le résultat classique de Pascal :

THEOREME 4.16. Les paires de cotés opposés d’un hexagone de CP? qui est inscrit dans

une conique irréductible se rencontrent en 3 points alignés.

DEMONSTRATION. Soit H I’hexagone donné par V(L1Ly - - - Lg) ou L; = 0 représente
le ™ c6té de H. Les cotés opposés de '’hexagone sont {L1, Ly}, {Lo, L5} et {Ls, Lg}.
Définissons C = V(L1L3Ls) et D = V(LaL4Lg). Ce sont deux courbes de degré 3 chacune,
s’intersectant par construction exactement en 3 x 3 =9 points : les 6 sommets de H ainsi
que les 3 points d’intersection des cotés opposés dans H. Par hypothese les 6 points sont sur
une courbe irréductible de degré 2. La proposition précédente appliquée au cas n =3 =m
et k = 2 nous donne alors que les 3 points restants de C N D sont sur une courbe de degré

au plus 3 — 2 =1, c’est-a-dire que les 3 points sont alignés. O



Chapitre 5

Sujets spéciaux

1. Introduction aux courbes rationnelles

Nous avons tres brievement introduit la notion de courbe rationnelle dans le plan affine
au premier chapitre de ces notes de cours et nous voulons dans les pages qui suivent

présenter les premiéres considérations sur les courbes rationnelles dans CP?.

DEFINITION 5.1. On dit que la courbe algébrique C = V(F) C CP? de degré n est
rationnelle s’il existe des polynomes homogénes de degré n, X (s,t),Y (s,t) et Z(s,t), sa-
tisfaisant :

(1) Pour tout [s,t] € CP, sauf un nombre fini, au moins un terme parmi X (s, t),Y (s, t)

et Z(s,t) est non-nul et l'on a
F(X(5,), Y (5,8), Z(s,1)) = 0.

(2) Pour tous les [X,y, Z] sur V(F), sauf un nombre fini, il y a un unique [s,t] € CP*

pour lequel

AX = X(s,t)
AY =Y (s,t)
NI = Z(s,t)

pour un certain A € C*

Etant donné que cette définition est assez différente de celle pour les courbes affines, on

doit dans un premier temps se convaincre que cette nouvelle approche étend la précédente.

LEMME 5.2. Soit C = V(f) C A2(C) avec compactification C = V(F) dans CP?. Alors

C est rationnelle si et seulement si C est rationnelle.

DEMONSTRATION. (Idée) A partir d’une paramétrisation rationnelle ¢ — (z(t),y(t))

de la courbe affine, on construit ¢ — [z(t),y(t), 1] que 'on rend homogene et polynomiale

71
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en ajoutant des puissances appropriées de la variable s. Par exemple, pour la cubique de

Neil donnée par t — (t2,3) on obtient [s,t] > [t%s, 3, s3], ou pour le cercle
b (1 2 2t
1+¢271+¢2

[s,t] > [s2 — t2,2ts, 52 + 7).

on trouve

Dans l'autre direction, étant donné la paramétrisation [s,t] — [X(s,t),Y (s,t), Z(s,t)] de
C, on définit z(t) = X (1,t)/Z(1,¢) et y(t) = Y (1,t)/Z(1,t) paramétrisation rationnelle de
C. O

THEOREME 5.3. Soit C C CP? une courbe de degré n ne contenant pas de droite et pour

laquelle il existe un point p € C avec ord,(C) =n — 1. Alors C est une courbe rationnelle.

DEMONSTRATION. Supposons que C = V(F) et que p = [0,0,1]. Comme ord,(C) =
n =1 on sait que
flz,y) = F(X,Y, 1) = fi1) + fn)-

Prenons la droite £ passant par p de pente [to, t1]

T = AS
y=At
ou A € C décrit la droite dans la partie affine. En intersectant cette droite avec la courbe

C on obtient

0= fin—1) (A8, AL) + f(n)(As, A)
= )\"flf(n,l)(s, t) + A" fny(s, 1)
=\ ! (f(n_l)(s, t) + A (s, t))
Comme C ne contient pas de droite on sait par Bézout que C N L exactement en le point

p (multiplicité d’intersection n — 1) et un autre point ¢ tel que mult,(C N £) = 1. Donc il

existe un unique A € C tel que

_f(n—l)(sv t)
f(n)(37t) '

Ceci nous permet de construire la parmétrisation rationnelle de C donnée par

[37 t] = [_Sf(nfl)(sv t), _tf(nfl)(‘S? t)a f(n)(sa t)]

A\ =
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Les conditions du dernier théoréme sont tres restrictives et nous voulons donc donner
d’autres exemples de courbes rationnelles. Pour I'instant nous savons qu’une cubique ayant
un point singulier d’ordre 2 est rationnelle, il est également facile de démontrer qu’une co-
nique projective est rationnelle. Nous allons maintenant étudier les quartiques irréductibles

de CP? (donc des courbes projectives de degr e 4) ayant 3 points singuliers doubles distincts.

LEMME 5.4. Une quartique C C CP? irréductible ayant 3 points doubles distincts est
équivalente a la courbe F(X,Y,Z) =0 ou

F(X,Y,Z) =aY?Z? + bX2Z? + cX?Y? + 2XY Z(fX + gY + hZ)
avec abc # 0.

DEMONSTRATION. On sait que les trois points singuliers A, B, C ne peuvent étre co-
linéaires (pouruoi exactement ?), alors sans perte de gén’eralité on peut supposer que
A=11,0,0],B=1[0,1,0] et C = [0,0,1]. La courbe C passant par ces points on doit avoir
que les monomes X4, Y? et Z4 n’apparaissent pas dans le polynéme F. Comme les trois
dérivées partielles sont nulles en A on a de plus que F' ne contient pas de termes en X3Y
ou X3Z. Le méme argument pour B et C exclue respectivement les termes Y3 X, Y37 ainsi
que Z3X, Z3Y . Le polynéme F a donc bien la forme annoncée, avec abe # 0 car autrement

on aurait C courbe réductible. O

Comme la notion de rationalité d’une courbe algébrique est une notion projective, nous
pourrons travailler avec la forme normale ci-dessus pour C. Par ailleurs C étant irréductible
et de degre 4 elle intersecte le triangle XY Z = 0 de CP? en un nombre fini de points. Nous

définissons donc la transformation
o: CP\{XYZ =0} — CP?\{XYZ =0}
donnée par

X'y'z

On a que o est inversible puisque o2 est I'identité sur son domaine. Cette application nous

111
(X Y.2) = |5 75|
donne le lien entre la quartique V(F') et la conique V(Q) ou
F(X,)Y,Z) =aY?Z* + bX?Z? + cX?*Y? + 2XY Z(fX + gY + hZ)
QX,Y,Z)=aX?+bY%+cZ? +2fYZ + 29X Z + 2hXY

puisque
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et donc

X*Y?7? - Q(o(X,Y,Z)) = F(X,Y, Z)
X?Y?72 . F(o(X,Y,2)) = Q(X,Y, Z).
On note également que, par cette construction, on a V' (F') est irréductible si et seulement

si V(Q) est irréductible. On appelle la conique V(Q) la transformée quadratique de la
quartique V (F).

PROPOSITION 5.5. Une quartique irréductible possédant 3 points doubles distincts est

rationnelle.

DEMONSTRATION. La transformée quadratique est une conique irréductible par ce qui
précede, donc une courbe rationnelle avec paramétrisation X (s,t),Y (s,t), Z(s,t) ou [s,t] €

CP!. On obtient alors une paramétrisation rationnelle pour C en posant
Xo(s,t) =Y(s,t)Z(s,t) Xi(s,t) = X(s,0)Z(s,t) Xo(s,t) = X(s,t)Y (s,1).
En effet on calcule
F(X0,X1,X2)=F(YZ, XZ,XY)=a(XZ2)*(XY) 2 + b XY)X(YZ)? + c(YZ2)X(X Z)*
+22Y2)X2)(XY)f(YZ)+9(XZ)+ h(XY))

= X?Y2Z%(aX? +bY? + cZ? +2fYZ + 29X Z + 2hXY)
0

O

Il est intéressant de remarquer que cette paramétrisation rationnelle ne provient pas, comme
ce fut le cas pour plusieurs autres exemples précédents, d’une famille de droites passant
par un point de la courbe. En effet si la paramétrisation rationnelle de la courbe V(Q)
provient d’une famille £ de droites aX + 8Y + vZ = 0, la transformée quadratique o
envoie cette famille sur la famille @ de coniques oY Z + X Z +~XY = 0. Si on considere
la famille de coniques passant par les points singuliers A, B, C et par un autre point D sur
C, la transformée quadratique envoie cette famille de coniques sur une famille de droites
passant par le point W = o(D) € V(Q).

Par le Théoreme de Bézout on a que

oNC= ) multp(QNC)=2-4=38.
PeonC
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Or il y a déja 7 intersections lorsque 'on compte les multiplicités : A, B et C' comptent
chacun pour 2 et le point régulier D compte pour 1. Il ne reste donc qu’un unique point
d’intersection entre Q et C, dont les coordonnées vont dépendre du choix de la conique Q

passant par D correspondant a une droite dans la famille £ passant par W.

Nous concluons cette section en montrant qu’il existe des courbes qui ne sont pas

rationnelles :

THEOREME 5.6. Soit C C CP? une courbe algébrique non-singuliére avec degC > 3.

Alors C n’est pas rationnelle.

DEMONSTRATION. On procede par Pabsurde. Soient Xo(s,t), X1(s,t) et Xa(s,t) de
degré k donnant une paramétrisation rationnelle de C = V(F'), donc F(Xo, X1, X2) = 0.
On peut supposer qu’il n’y a pas de facteur commun aux trois termes Xy, X1 et Xo en
divisant dans [Xo, X1, Xs]. Posons X! = %Xi (0 < i < 2) et considérons le systeme

linéaire suivant dans C|[s, ] :

XoYo+ X1Y1 + XoYo =0
X(/]Y[) + X{Yl + XéYQ =0

Assertion : Les 2 équations sont linéairement indépendantes.

Sinon on aurait ki, ka € C[s, t] tels que
le(/] = k:gX() k'lXi = ,ICQXl leé = kQXQ,

ou l'on peut supposer ki et ko premiers entre eux. Alors on aurait que ki est facteur com-
mun de Xo, X7 et Xy, donc ki est constant. Mais comme deg X! < deg X; (0 <i < 2) les

trois équations ci-dessus menent & une contradiction.

Par I’Algebre linéaire, on a donc que ’espace des solutions est de dimension 1. Notons par
ailleurs qu’un calcul simple montre que

Yo = X1 X5 — X{ X5

Y1 = X[ Xo — XoX)

Yy = XoX| — X( Xy
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est une solution du systeme (x). Définissons également H; = aiXOF(XO, X1,X9) (0<i<2),

qui seront des polyndémes homogenes de degré k x (deg F' — 1).

Assertion : Il n’y a pas de facteur commun aux trois polynémes Hy, H1 et Ho.
En effet un facteur linéaire commun (bs — at) résulterait en un zéro commun & Hy, H; et

Hj donnerait un point singulier de C.

Par 'identité d’Euler, on a
(deg F)F = XoHy + X1Hy + XoH

ce qui ferait de (Hy, Hy, H2) une solution de la premiere équation du systéme (x). De plus,

en dérivant par rapport a la variable s 'expression F'(Xy, X1, X2) = 0 on obtient
X(/)H(] + X{Hl + XéHg =0

ce qui fait (Ho, Hi, H2) une solution du systéme (x). Comme l'espace de solutions est de
dimension 1, on doit donc avoir pour (Hy, H1Hs) et (Yp, Y1, Y2) que
LH; = 1bY; (0<i<2)

pour certains l1,lo € C[s,t]. On doit alors avoir ly (facteur commun de Hy, H; et Ha)
constant. Mais alors on trouve que

deg H; < degV; (0 <1i<2)

kEx(degF —1)<2k—1

ce qui est impossible des que deg F' > 3. U

2. Systéemes linéaires

On se souvient qu’au chapitre IV on a introduit ’espace vectoriel V;, , engendré par
les polynomes homogenes de degré n en k + 1 variables et que dim V,, ;, = (":k) Dans le
cas k = 2 cet espace nous a permis de décrire I’ensemble des diviseurs efficaces de degré n
dans CP? comme 'espace projectif CPY ~ V5, /C* ot N = %n(n +3). Ainsi, par exemple,

I’ensemble des coniques de CP? peut étre appréhendé comme Pespace projectif CP5.

Etant donné deux points A, B € CPY, A = [ag,a1,---an],B = [bo,b1, -~ ,by], la
droite passant par A et B est donnée par AA + uB, ou [\, u] € CP'. Etant donné deux
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courbes algébriques de méme degré n, C; = V(F}) et C; = V(F3), on appelle pinceau de

courbes passant par C; et Co ’ensemble
{\C1 + pCs | [N, ] € CP'}

dont chaque élément est donné par la condition AF} 4+ pFs = 0.

Par exemple si £1 et Lo sont des droites projectives distinctes de CP?,onaalors P = £1NLs
et le pinceau {\Ly + uLsy | [\, u] € CP'} définit I'ensemble des droites projectives passant

par le point P. Ce phénomene est tout a fait général :

PROPOSITION 5.7. SiC} et C} sont des eléments dans un pinceau de courbes \Cq + Co,

alors les points d’intersection entre C} et Ch sont les mémes que ceux entre Cy et Ca.

DEMONSTRATION. Si on a C] = aCy + Cy et Ci = 4C1 + 6Co avec ad — By # 0, les
polynomes définissant ces courbes satisfont F| = aFy + fF5 et F)y = vF; + §F». On a alors

pour p € CP?
F{(p) = aF1(p) + BF2(p)
Fy(p) = vF1(p) + 6Fx(p)
donc on a bien F|(p) = 0= Fj(p) < Fi(p) =0= Fy(p). O

Considérons le cas de deux coniques distinctes C; et Co dans CP2. Alors A\C; + 1Co est une
conique de CP? pour chaque [\, 1] € CP! et considérons A(), 11) la matrice 3 x 3 définissant
cette conique. On sait que la conique sera réductible exactement lorsque det A(A, u) = 0.
Cette derniere équation est homogene de degre 3 et A et u, donc elle possede 3 racines
comptées avec multiplicité, chacune correspondant & un élément du pinceau de coniques
qui est une conique réductible (donc une paire de droites projectives). Par la proposition
précédente, 'intersection C; N Cy peut étre obtenue par I'intersection de n’importe quelles
deux paires de ces droites projectives. Si ’on suppose que C; et C2 n’ont pas de composante
en commun, alors les trois paires de droites n’ont aucune droite en commun et donc deux
telles paires s’intersectent en au plus 4 points. Ceci est déja connu par le la version faible
du Théoreme de Bézout, mais ce qui est intéressant ici est la méthode :

e on dégénere la situation;

e on calcule des intersections de droites;

e on obtient la solution au probleme original.
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Donnons une application de ces idées a la résolution d’une équation polynomiale de
degré 4 en redémontrant le résultat classique suivant : La résolution de q(X) = 0 dans

C[X] peut étre réduite a la résolution d’une équation cubique auxiliaire.

Si g(X) est de degré 4, on peut utiliser une translation X +— X + «, avec « bien choisi,

pour que le terme de degré 3 soit nul. On a alors
g X)= X" +rX? £ sX +t.
Soient ay, ag, a3, ay les racines de ¢(X). On.a alors les relations de Newton
(a1+a2+a3+a4:0
aiaz + asas + azaq + a1a4 + a1a3 + a204 =71

aia2a3 + 10204 + a1a304 + a2a304 = —S

ajasazayq = t

Si on pose Y = X2, alors résoudre ¢(X) = 0 revient & trouver les intersections py = (ay, a3)
entre {(X,Y) | Y — X2=0}et {(X,Y) | Y2 +7Y 4+ sX +t = 0}. Dans CP? on considere
les courbes C; = V(F}) et Co = V(Fy) d’équations respectives

YZ-X?’=0 e Y +4rYZ+4+sXZ+tZ%2=0.

Notons que ces deux courbes ne s’intersectent pas a l'infini et soient pp = [aka%, 1] les
intersections a déterminer. En général, le pinceau de coniques ACy +uCo contient trois paires
de droite passant par ces quatre points, correspondant aux cas de coniques dégénérées.
Soient L;; droite projective entre p; et p;. Un calcul simple donne I’équation L;; = 0 de la
forme

Y — (ai +aj)X + aa;Z = 0.
Les trois paires de droites sont données par les équations Li3Llogy = 0, LisL3y = 0 et

Li4Ls3 = 0. En utilisant les relations de Newton, un calcul simple permet d’écrire
LisLsy = Fy — (a1 + az)(a3 + aq) Fo
Li3Loy = F1 — (a1 + a3) (a2 + a4) F>
LisLoz = Fy — (a1 + a4)(az + a3) F>

et ceci correspond exactement aux racines du polynéme cubique det(F; — AFy) et nous
avons compris d'un point de vue géométrique comment on peut résoudre ’équation quar-

tique ¢(X) = 0 par I'entremise d’une équation cubique auxiliaire.
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Poursuivons notre exploration des systemes linéaires de courbes. Commengons par
quelques rappels d’Algebre linéaire et de sous-espaces linéaires de CP™. On a CP"™ =
Cn*t! — {O}/C*, et pour chaque sous-espace vectoriel U C C"! de dimension m + 1 on

peut considérer le sous-espace linéaire P(U) C CP™ en faisant agir C* sur U — {O}.

EXERCICE 5.8. (1) Sicodim P(U) = ¢, alors U peut étre défini par ¢ équations linéaires
indénpendantes en les variables Xqo, X1, -+ , X,, dans C*1. (2) Si P(U) est donné a partir

de U au moyen de d équations linéaires, alors on a codim P(U) < d.

LEMME 5.9. Soient P(Uy), P(Us),-, P(Us) C CP™ de codimensions ci,ca, -+ ,cs. Alors
on a
codim P(U1)NPUz)N---NPUs) <c1+co+ -+ cs.

DEMONSTRATION. En effet, 'espace vectoriel dans C**! définissant I'intersection dans

CP" est donné par ¢ + co + - - - + ¢ équations linéaires. O

DEFINITION 5.10. Un systéme linéaire est un sous-espace linéaire de l’espace CPN, ou

N = n(n+3), de Uespace des diviseurs de degré n dans CP*.

Par exemple, un systeme linéaire de dimension 1 dans CP? est tout simplement un

pinceau de courbes de degré n (ou plus exactement de diviseurs de degré n).

PROPOSITION 5.11. L’ensemble des courbes projectives C de degré n passant par un
point donné p € CP?* et telles que ord,(C) > k est un systeme linéaire dans CPN, ou
N = 3n(n+3), de codimension 3k(k + 1).

DEMONSTRATION. Sans perte de généralité, on peut supposer que p = [0,0,1] et soit
F(X,Y,Z) = Fy(X,Y)Z"+F (X,Y)Z" 4. -4+ F,(X,Y) définissant une courbe C = V (F)

avec ordy(C) > k. Pour cela on doit avoir Fyy(X,Y) =0, Fi(X,Y)=0, ---, Fp_1(X,Y) =
0. Donc tous les monémes X'Y7Z! ont des coefficients nuls pour i +j < k. Or il s a
1+2+-+k=3k(k+1) tels monomes. O

On remarque en particulier que I’ensemble des courbes de degré n passant par un point
p € CP? est un hyperplan de CPY.
PROPOSITION 5.12. L’ensemble des courbes de degré n passant par pi,ps,--- ,p; GUEC
l
ordre au moins ki, ko, -+ , k; est un systéme linéaire de codimension au plus %kz(kz—i— 1).

1=
En particulier les courbes de degré n passant par py,p2,--- ,p; forment un systéeme linéaire

de codimension au plus [.
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DEMONSTRATION. Par la proposition précédente, soit £; le systéme linéaire de codi-
mension $k;(k; + 1) pour le point p; (1 < i < I). Le systéme linéaire cherché est alors
l
L=L1NLyN--NL; qui aura codimension au plus Y 2k;(k; + 1). Le second énoncé suit
i=1
lorsque 1'on suppose k; > (1 < i <1). O
PROPOSITION 5.13. Soit L un systeme linéaire de courbes de degré n de dimension k
et p1,--- ,pr des points de CP%. Alors il existe au moins une courbe de degré n dans CP?

passant par tous ces points.

DEMONSTRATION. On consideére le systéme linéaire £’ C £ des courbes dans £ passant
par pi,--- ,pg. Ce systeme L est défini par

(1) 3n(n+3) — k conditions linéaires pour £ ;
(2) k conditions linéaires pour passer par chacun des points p1,--- , pg.

On a donc N = Jn(n + 3) conditions linéaires pour définir £’ et donc ce systeme est de
codimension au plus N, c’est-a-dire de dimension au moins 0, donc £’ contient au moins

une telle courbe de degre n passant par ces points. ]

Par exemple, dans un pinceau de courbes de degré n la proposition dit qu’il y a au moins
une courbe passant par un point p € CP? gelconque mais fixé. Dans une autre direction,
pour le cas ou k= N = %n(n + 3), il existe au moins une courbe de degré n passant par
%n(n + 3) quelconques mais fixés. Pour les premieres valeurs de n, on trouve qu'’il passe
au moins : une droite (n = 1) par 2 points, une conique (n = 2) par 5 points, une cubique

(n = 3) par 9 points, une quartique (n = 4) par 14 points, etc.

3. Retour aux courbes rationnelles

On se rappelle que pour une courbe irréductible C de degré n, en posant k = # Sing(C),

on a
k

Z %m,(mZ -1 <

=1

(n—1)(n—2)

N | =

ou chaque m; d’esigne 'ordre d’un des points singuliers de C.

DEFINITION 5.14. On appelle déficience de la courbe C le nombre

1
D=g(n—1)(n-2)- Z 5mi(mi = 1).

=1

—_



3. RETOUR AUX COURBES RATIONNELLES 81

Dans le cas ot C est lisse (k = 0) on appelle le nombre (n—1)(n—2) le genre de la courbe
C. On veut ici généraliser ce qui a été fait pour les coniques non-singulieres, les cubiques
a 1 point singulier et les quartiques a 3 points singuliers, alors que nous avons vu qu’elles

étaient toutes des courbes rationnelles. Pour cela on introduit :

DEFINITION 5.15. Pour C C CP? une courbe de degré n, on appelle courbe sous-adjointe
de C une courbe D de degré n — 2 telle que pour tout p € CP% on ait

ordy(C) =k <= ordy(D) > k — 1.
Notons en particulier que D passe par tous les points singuliers de C

LEMME 5.16. Soit C C CP? une courbe irréductible de degré n > 3 et de déficience
égale a 0. Si L dénote le systéme linéaire de toues les courbes sous-adjointes de C passant

également par n—3 points réguliers de C, q1,q2,- - , Gn—3, alors L est un pinceau de courbes.
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