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Introduction

Ce texte est à l’origine un premier pas vers des notes en format LaTex pour le cours

MAT2400 Géométries, largement inspiré de la référence [BEG] qui n’est disponible qu’en

anglais. Je voulais prioritairement rédiger en détail les preuves vues en cours pour plusieurs

raisons. Premièrement j’ai remarqué au fil des ans que la prise de note détaillée par les

étudiants à partir d’une matière défilant à un rythme soutenu au tableau ne permettait

pas, en général, une bonne compréhension des divers aspects de la matière. En rassem-

blant ici les preuves des principaux résultats du cours, j’espère que les étudiants porteront

une attention particulière en classe aux définitions de base, à l’intuition derrière chaque

construction, aux exemples importants et aux idées clé du développement de la géométrie

du point de vue de Klein. L’assimilation de preuves parfois difficiles se fait mieux par une

lecture attentive d’un texte qu’en suivant une exposition technique au tableau.

En général je couvrirai en détail les démonstrations en cours, ne serait-ce que pour faciliter

la première approche aux résultats, mais j’encourage les étudiantes et étudiants motivés à

retravailler par eux-même tant la structure que le détail des preuves. Dans un monde idéal,

on devrait se souvenir d’assez d’idées clés pour reconstruire chaque résultat mathématique

compris précédemment. De façon plus réaliste, j’espère que la lecture de ces notes facilitera

dans un premier temps la compréhension des preuves contenues dans le cours.

Un grand merci à Mathieu Gaudreau pour les figures illustrant certaines notions et

preuves tout au long de ce résumé.



Chapitre 1

Géométrie affine

1. Quelques prérequis

Nous donnons rapidement dans cette section les notions de base d’Algèbre linéaire et

de Théorie des groupes élémentaire qui seront utilisées au fil des chapitres.

L’espace vectoriel qui nous intéresse dans cette première section est l’espace Rn ren-

contré dans un premier cours d’Algèbre linéaire. L’espace Rn est muni d’un produit scalaire

dit euclidien : si u = (x1, x2, ..., xn) et v = (y1, y2, ..., yn) alors

< u, v >= x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn =
n∑

k=1

xkyk.

Il s’agit d’une application bilinéaire symétrique et définie positive sur Rn×Rn. C’est-à-dire

que l’on a d’une part pour la bilinéarité

< αu+ βv,w >= α < u,w > +β < v,w > < u, αv+ βw >= α < u, v > +β < u,w >

ainsi que < u, v >=< v, u > pour la symétrie, alors que la troisième condition signifie que

l’on a

< u, u > ≥ 0

avec égalité si et seulement si u = 0 ∈ Rn. Dans ce contexte, deux vecteurs u et v sont

dits orthogonaux s’ils satisfont la condition < u, v >= 0. 1 On appelle ce produit scalaire

euclidien parce que celui-ci nous permet de définir la norme euclidienne sur Rn par la

formule

||u|| =
√
< u, u > =

√
x21 + x22 + ...+ x2n.

Il est relativement facile (voir un texte d’algèbre linéaire) de démontrer formellement p̀artir

de la définition que la norme satisfait :

1. On notera que nous avons un léger abus de notation ici en désignant l’origine de Rn ainsi que le zéro

dans R par le même symbole “0”, mais le contexte devrait normalement rendre les choses claires.

3



4 1. GÉOMÉTRIE AFFINE

Inégalité de Cauchy-Schwarz : | < u, v > | ≤ ||u||||v||.
Inégalité du triangle : ||u+ v|| ≤ ||u||+ ||v||.
Théorème de Pythagore : Si u ⊥ v alors ||u+ v||2 = ||u||2 + ||v||2.
Loi du parallélogramme : ||u+ v||2 + ||u− v||2 = 2||u||2 + 2||v||2.

Une application T : Rn → Rm est appelée une application linéaire si elle satisfait les

deux conditions suivantes :

(1) T (u+ v) = T (u) + T (v)

(2) T (αu) = α T (u)

pour tous u, v ∈ Rn et tout α ∈ R. Intuitivement, ces conditions signifient que la structure

d’espace vectoriel est préservée en passant de Rn à Rm par l’application T .

Un exemple d’application linéaire provenant de la Géométrie euclidienne est la notion de

projection orthogonale : soient u et v dans Rn avec v ̸= 0. Le vecteur non-nul v définit

une unique droite vectorielle R · v = {αv | α ∈ R}. On définit alors π : Rn → R · v en

demandant que π(u) soit un vecteur sur la droite R·v satisfaisant la condition u−π(u) ⊥ v.
Explicitement, ceci signifie que

< u− π(u), v >= 0.

Ceci peut se réécrire comme < π(u), v >=< u, v >. La projection orthogonale satisfait les

propriétés suivantes :

(1) π(u) = u ⇐⇒ u appartient à la droite R · v.
(2) π(u) = 0 ⇐⇒ u ⊥ v.

En effet, pour la première on a que π(u) = u implique directement que u ∈ R · v par

définition de π et dans l’autre direction, si l’on a u ∈ R · v alors on aura u − π(u) = αv

pour un certain α ∈ R et la condition < u− π(u), v >= 0 devient α < v, v >= 0. Puisque

v ̸= 0 on doit avoir α = 0 et donc u = π(u).

Pour la seconde, la condition < π(u), v >=< u, v > et le fait que π(u) ∈ R · v donnent

directement que u ⊥ v ⇐⇒ π(u) = 0.
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Par construction π(u) = αv et on voudrait maintenant trouver explicitement le teme α en

fonction de u et v : on a

< u−π(u), v >= 0 ⇐⇒ < u−αv, v >= 0 ⇐⇒ < u, v > −α < v, v >= 0 ⇐⇒ α =
< u, v >

< v, v >
.

On a donc la formule

π(u) =
< u, v >

< v, v >
v.

Par la trigonométrie élémentaire on a alors, en considérant le vecteur u/||u|| sur le cercle

unité et si θ désigne l’angle entre v et u, que

| cos θ| = ||π(u/||u||)|| = 1

||u||
||π(u)|| = | < u, v > |

||u||||v||
.

En fait, on peut se débarasser des valeurs absolues ci-dessus et on obtient finalement la

formule bien connue

< u, v >= cos θ||u||||v||,

dont on notera au passage qu’elle fournit une preuve de l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

Il est facile de voir que la composition de deux applications linéaires T : Rn → Rm et

S : Rm → Rp donne une application linéaire S ◦ T : Rn → Rp.

Choisissons une base pour Rn ainsi que pour Rm, disons les bases canoniques {e1, e2, ..., en}
et {e1, e2, ..., em}. Pour un élément quelconque u ∈ Rn, son expression dans la base choisie

est

u =

n∑
j=1

αjej .

On pourra aussi écrire

u =


α1

α2

...

αn


étant donné la base choisie {e1, e2, ..., en}. Si l’on applique T à ce vecteur on a alors

T (u) = T
( n∑
j=1

αjej
)
=

n∑
j=1

T (αjej) =

n∑
j=1

αjT (ej).

Ceci signifie qu’exprimer T (u) en connaissant u = (α1, α2, ..., αn) est équivalent à connâıtre

{T (e1), T (e2), ..., T (en)}, c’est-à-dire l’image dans Rm de la base {e1, e2, ..., en} sous T .
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Comme chacun des T (ej) (1 ≤ j ≤ n) est dans Rm on peut les exprimer par rapport à la

base {e1, e2, ..., em} comme

T (e1) = a11e1 + a21e2 + ...+ am1em

T (e2) = a12e1 + a22e2 + ...+ am2em

................................................

T (en) = a1ne1 + a2ne2 + ...+ amnem.

La formule générale pour toutes ces équations est

T (ej) =
m∑
i=1

aijei =


a1j

a2j

...

amj

 (1 ≤ j ≤ n).

En revenant à l’expression pour T (u), on a ainsi

T (u) =
n∑

j=1

αjT (ej) =
n∑

j=1

αj

( m∑
i=1

aijei
)

=
( n∑
j=1

a1jαj

)
e1 +

( n∑
j=1

a2jαj

)
e2 + ...+

( n∑
j=1

amjαj

)
em.

Pour 1 ≤ i ≤ m, la ième coordonnée de T (u) est donc
n∑

j=1
aijαj . On remarque alors que

selon le produit matriciel on a


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...

am1 am2 ... amn



α1

α2

...

αn

 =



n∑
j=1

a1jαj

n∑
j=1

a2jαj

..........
n∑

j=1
amjαj


.
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Conclusion : Si on pose

AT =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...

am1 am2 ... amn



cette matrice a la propriété suivante

T (u) = AT u.

C’est-à-dire qu’avec le choix de bases que nous avons fait, l’effet de l’application linéaire

T sur un vecteur quelconque u ∈ Rn est exactement donné par le produit matriciel de AT

par u. De façon plus concise on note cette matrice par AT = (aij), avec 1 ≤ i ≤ m et

1 ≤ j ≤ n. Notons que l’on peut facilement se souvenir de la forme exacte de la matrice

AT en remarquant que celle-ci est en fait donnée par

AT =
(
T (e1) T (e2) · · · T (en)

)
.

Définition. On appelle la matrice AT un représentant matriciel de l’application linéaire

T : Rn → Rm.

Il est important de bien retenir que ce représentant matriciel de la transformation linéaire

T dépend de manière essentielle du choix de bases pour Rn et Rm. Dans ce cours on se

contentera le plus souvent de travailler avec les bases canoniques des espaces euclidiens

utilisés pour notre étude de la géométrie.

Voyons maintenant quel est le lien entre le produit matriciel et la composition d’ap-

plications linéaires. On se souvent d’un cours d’Algèbre matriciel que le produit matriciel

d’une matrice A de dimension p×m par une matrice B de dimension m×n est une matrice

AB de dimension p× n donnée par AB = (ckj), où 1 ≤ k ≤ p et 1 ≤ j ≤ n, satisfaisant

ckj =
m∑
i=1

aki bij .

De prime abord ce produit peut sembler arbitraire et inutilement compliqué... Notre but

sera de voir que ce produit correspond exactement à ce qui est nécessaire pour donner un

représentant matriciel d’une composition d’applications linéaires à partir de représentants

matriciels de chacune des applications linéaires de départ.
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Soient donc T : Rn → Rm et S : Rm → Rp, avec représentants matriciels par rapport

aux bases canoniques AT et AS respectivement. Si l’on dénote par AS◦T le représentant

matriciel de S ◦ T : Rn → Rp, on sait deux choses :

Primo, on sait que pour, tout u ∈ Rn on a

AS◦T u = (S ◦ T )(u) = S(T (u)) = S(AT u) = AS(AT u).

En effet, les première et seconde égalités sont vraies par définition, la troisième découle du

fait que AT est représentant matriciel de T , alors que la dernière est conséquence du fait

que AS est représentant matriciel de S.

Secundo, on sait exprimer AS◦T comme

AS◦T =
(
S ◦ T (e1) S ◦ T (e2) ... S ◦ T (en)

)
.

Pour chaque 1 ≤ j ≤ n on calcule alors

S ◦ T (ej) = S(
m∑
i=1

bijei) =
m∑
i=1

bijS(ei) =
m∑
i=1

bij(

p∑
k=1

akiek).

Chacun des S ◦T (ej) est un vecteur de Rp et, par la formule ci-dessus, sa kème coordonnée

est donc
m∑
i=1

bijaki

ce qui veut dire que l’entrée (k, j) de la matrice AS◦T est exactement celle du produit

matriciel ASAT selon ce qui a été dérivé plus haut.

Conclusion : Le produit matriciel a été défini pour que la représentation matricielle d’ap-

plications linéaires soit compatible avec la notion de composition d’applications linéaires.

Passons maintenant aux quelques notions élémentaires de Théorie des groupes qui

seront requises dans ce cours. Nous ne résumons ici que les points essentiels qui serviront

à l’étude des géométries affine, projective, inversive et hyperbolique. Dans le cadre le plus

général possible (mais également le moins motivé !) un groupe est tout simplement un

ensemble G muni d’une opération binaire ◦ : G×G→ G telle que

(1) Elle est fermée : pour tous g1, g2 ∈ G on a g1 ◦ g2 ∈ G.

(2) Elle est associative : pour tous g1, g2, g3 ∈ G on a g1 ◦ (g2 ◦ g3) = (g1 ◦ g2) ◦ g3.

(3) Il existe un élément neutre e ∈ G tel que pour tout g ∈ G on ait g ◦ e = e ◦ g = g.
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(4) Pour chaque g ∈ G il existe un élément inverse, noté g−1 et satisfaisant g ◦ g−1 =

e = g−1 ◦ g.

Typiquement ces règles sont simples à vérifier ou infirmer sur des exemples naturels. Par

exemple (R,+) est un groupe, tout comme (Rn,+). De même les réels non-nuls munis de

l’opération de multiplication (R∗, ·) est un groupe. Dans tous ces exemples, l’opération a

pour propriété que l’ordre n’importe pas : a+b = b+a dans (R,+) ou encore xy = yx dans

(R∗, ·). On dit alors que le groupe est commutatif ou encore qu’il est abélien. Un exemple

simple de groupe non-abélien est obtenu en considérant les matrices 2× 2 avec le produit

matriciel : il est facile de construire des exemples où la loi de commutativité n’est pas

respectée, ainsi (
0 1

2 −1

)(
1 −1
0 1

)
̸=

(
1 −1
0 1

)(
0 1

2 −1

)
puisque dès la première entrée on voit que le produit à gauche donne 0 alors que celui à

droite donne −2.

Exemple. Le cercle unité dans R2 donné par

S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}

possède une structure de groupe commutatif de la façon suivante : En coordonnées polaires

on peut poser x = cos θ et y = sin θ pour toute paire (x, y) sur S1 et alors on définit

l’opération binaire

(x, y) · (x′, y′) = (cos θ cos θ′− sin θ sin θ′, cos θ sin θ′+sin θ cos θ′) = (cos(θ+ θ′), sin(θ+ θ′)),

où a dernière égalité utilise des formules bien connues de trigonométrie. On vérifie aisément

que l’opération est associative, l’élément neutre est (1, 0) et chaque élément (cos θ, sin θ) a

pour inverse (cos−θ, sin−θ).
Une autre façon de présenter cet exemple - en utilisant les nombres complexes - est de voir

le cercle unité dans C en posant plutôt

S1 = {eiθ | 0 ≤ θ < 2π}.

La multiplication complexe correspond alors à ce qui vient d’être fait puisque l’on a la

formule eiθ · eiθ′ = ei(θ+θ′).



10 1. GÉOMÉTRIE AFFINE

L’étude détaillée des groupes passe par la définition d’applications entre groupes qui

préservent la structure de groupe au sens où l’on demande qu’une application f : G1 → G2

satisfasse

f(x ◦1 y) = f(x) ◦2 f(y),

où l’on a bien mis en évidence le fait que les opérations ◦1 sur G1 et ◦2 sur G2 sont a

priori très différentes. On appelle de telles applications f des homomorphismes de groupes.

La notion naturelle d’équivalence entre groupes est alors celle d’isomorphisme : un ho-

momorphisme f : G1 → G2 qui est à la fois injectif (x ̸= y ⇒ f(y) ̸= f(y)) et surjectif

(∀h ∈ G2 ∃g ∈ G1 | h = f(g)). On dit alors que G1 est isomorphe à G2 et on écrit G1 ≃ G2.

Des groupes isomorphes mais provenant de théories très différentes sont, d’un point de vue

algébrique, identiques.

Par exemple on a l’isomorphisme hom(R2) ≃ R∗ entre le groupe des homothéties de R2

(un groupe provenant de la géométrie) et le groupe R∗ qui provient des nombres réels.

Un autre exemple d’homomorphisme qui est intéressant géométriquement est donné par

f : (R,+)→ (S1, ·) où l’on pose

f(α) = (cosα, sinα).

On vérifie facilement qu’il s’agit d’un homomorphisme surjectif et on notera que f n’est

pas injectif : par exemple f(π) = f(3π) et en fait on a pour tout α ∈ R et tout k ∈ Z que

f(α+ 2kπ) = f(α).

Une autre notion importante et élémentaire de la théorie des groupes est celle de sous-

groupe. On dit simplement que H ⊂ G est un sous-groupe de G s’il contient l’identité et

s’il est fermé sous la composition et la prise d’inverse, ce qui s’exprime mathématiquement

par

(1) e ∈ H

(2) g1 ∈ H , g2 ∈ H ⇒ g1 ◦ g2 ∈ H

(3) g ∈ H ⇒ g−1 ∈ H.

Deux sous-groupes sont naturellement associés à un homomorphisme de groupe f : G1 →
G2 : on définit l’image de f par Im f = {f(g) | g ∈ G1} qui est un sous-groupe G2 ; le
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noyau de f est défini par Ker f = {g ∈ G1 | f(g) = e}, qui est donc le sous-groupe de G1

ayant la propriété qu’il est envoyé sur l’élément neutre de G2 ici noté e. Dans l’exemple

f : R→ S1 ci-dessus on vérifie facilement que Ker f = {2kπ | k ∈ Z}.

Une des grandes avancées de la Géométrie de la fin du XIXème siècle a été initiée par

Felix Klein en proposant le point de vue révolutionnaire que les différentes géométries

n’étaient en fait que l’étude de propriétés d’espaces relativement simples où un groupe de

transformations agit. Ainsi la Géométrie euclidienne plane est celle de R2 où agit O(2) (cas

des transformations linéaires, le cas général requiert aussi des translations) ; la Géométrie

affine a pour espace également R2 mais le groupe qui y agit est maintenant A(R2), le groupe

des transformations affines que nous introduirons sous peu. Il y a de nombreux avantages

à cette approche de la géométrie par rapport à l’approche axiomatique initiée par Euclide

il y a plus de 2000 ans et encore enseignée à ce jour :

(1) Une structure générale apparâıt et unifie les différentes géométries tout en expli-

quant les différences entre celles-ci.

(2) L’utilisation de l’Algèbre linéaire rend beaucoup plus simples certaines preuves

géométriques.

(3) L’approche fournit un bel exemple du caractère interrelié des mathématiques, où

l’on se rend compte que la théorie des groupes est très utile en géométrie.

2. Transformations orthogonales

Le groupe de transformations linéaires de Rn dans lui-même que nous considérerons

est donné sous forme d’un groupe matriciel

GLn(R) = {A matrice n× n | A est inversible}.

Nous insistons sur l’inversibilité de la matrice A afin de s’assurer que l’Algèbre linéaire

préserve une partie minimale de la Géométrie de Rn : des points distincts doivent être

envoyés sur des points distincts. Notons qu’en utilisant des propriétés élémentaires du

déterminant d’une matrice, on aura que A ∈ GLn(R) si et seulement si detA ̸= 0.

On dit que A ∈ GLn(R) est une matrice orthogonale si elle satisfait A−1 = At. On

dénote par O(n) l’ensemble de toutes les transformations orthogonales de Rn. L’inverse

d’une matrice orthogonale est donc tout simplement donnée par la transposée de la ma-

trice. Il est facile de vérifier que l’opération de multiplication matricielle permet de voir
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O(n) ⊂ GLn(R) comme un sous-groupe de transformations linéaires inversibles.

La condition définissant un élément A ∈ O(n) peut s’écrire AtA = I = AAt. Si on écrit la

matrice A en termes de ses colonnes, on aura

A =
(
A1 A2 ... An

)
et

At =


At

1

At
2

..

At
n


si bien que par définition du produit matriciel, on aura

AtA =


At

1A1 At
1A2 ... At

1An

At
2A1 At

2A2 ... At
2An

... ... ... ...

At
nA1 At

nA2 ... At
nAn


et la condition AtA = I nous permet alors de constater que l’on a

< Ai, Aj >= At
iAj = δij ,

si bien que les colonnes de la matrice A sont orthonormales. On peut pareillement montrer

que les lignes de toute matrice A ∈ O(n) sont orthonormales.

A partir de ce qui précède notons que l’on peut parler de transformations orthogonales

T : Rn → Rn de la façon suivante : si un représentant matriciel AT de T après choix de

base de Rn est un élément de O(n), alors nous affirmons que si l’on effectue un changement

de base orthogonal, le nouveau représentant matriciel de T sera également un élément de

O(n) : en effet, par un changement de base orthogonal, on sait que la nouvelle matrice

s’exprimera comme BT =MATM
−1 pour une certaine matrice M ∈ O(n). On aura alors

B−1
T = (MATM

−1)−1 =MA−1
T M−1 =MAt

TM
t = (MATM

t)t = (MATM
−1)t = Bt

T .
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Nous voudrions mieux comprendre les transformations orthogonales de Rn d’un point

de vue géométrique. Pour ceci, nous aurons besoin de la notion d’isométrie de Rn : une

application φ : Rn → Rn est dite une isométrie si elle satisfait la condition

||φ(u)− φ(v)|| = ||u− v||

pour tous u, v ∈ Rn. Dans le cas d’une isométrie φ : Rn → Rn satisfaisant la condition

φ(0) = 0, la condition d’isométrie implique que ||φ(u)|| = ||u|| pour tous u ∈ Rn. Par

ailleurs, puisque l’on sait que ||u||2 =< u, u > et ||φ(u)||2 =< φ(u), φ(u) > et que la norme

est un nombre positif ou nul, la condition pour avoir une telle isométrie est équivalente à

demander que < φ(u), φ(u) >=< u, u >.

On peut alors faire l’observation suivante : pour une transformation linéaire φ : Rn → Rn,

la condition d’isométrie est équivalente à demander que le produit scalaire entre deux vec-

teurs quelconques soit préservé. Plus précisemment on montre :

Proposition 2.1. Une application linéaire T : Rn → Rn est une isométrie si et seule-

ment si pour tous vecteurs u, v ∈ Rn on a < T (u), T (v) >=< u, v >.

Démonstration. La direction “⇐” est claire, puisque dans le cas particulier où u = v,

on obtient bien que T est une isométrie au sens défini ci-dessus. L’autre direction est plus

surprenante puisque la condition d’isométrie semble, à prime abord, plus faible que la

condition de préservation du produit scalaire. Notons tout d’abord que l’on a de manière

générale en utilisant la symétrie du produit scalaire

< u− v, u− v > = < u, u− v > − < v, u− v > = ||u||2 − 2 < u, v > + ||v||2.

Par hypothèse on a < T (u−v), T (u−v) > = < u−v, u−v > puisque T est une isométrie.

Par ailleurs

< T (u− v), T (u− v) > = < T (u)− T (v), T (u)− T (v) > (linéarité de T )

= < T (u), T (u) > −2 < T (u), T (v) > + < T (v), T (v) >

= ||T (u)||2 − 2 < T (u), T (v) > +||T (v)||2

= ||u||2 − 2 < T (u), T (v) > +||v||2 (car T est isométrie)

En combinant ces deux observations, on obtient alors que

||u||2 − 2 < T (u), T (v) > +||v||2 = ||u||2 − 2 < u, v > + ||v||2,
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si bien que l’on a bien obtenu que si T est une isométrie alors < T (u), T (v) >=< u, v >

pour tous u, v ∈ Rn tel que désiré. □

Faisons maintenant le lien entre les transformations linéaires qui sont des isométries et les

transformations orthogonales :

Théorème 2.2. Une transformation linéaire T : Rn → Rn est une isométrie de Rn si

et seulement si T est orthogonale.

Démonstration. Nous aurons besoin de l’observation suivante : pour toute matrice A

qui est de taille n×n et tous u, v ∈ Rn on a < Au, v >=< u,Atv >. En effet, par définition

du produit scalaire euclidien on peut écrire < Au, v >= (Au)tv = ut(Atv) =< u,Atv >.

Soit alors A ∈ O(n) une matrice telle que T (u) = Au pour tout u ∈ Rn. On aura

< T (u), T (v) >=< Au,Av >=< u,At(Av) >=< u, (AtA)v >=< u, v >

et donc T est bien une isométrie.

Réciproquement, si l’on suppose que T est une isométrie, alors on sait que T préserve aussi

le produit scalaire et ainsi pour tout représentant matriciel A de T on a

< u, v >=< Au,Av >=< u,AtAv > ⇒ < u,AtAv − v >= 0 ∀u, v ∈ Rn.

C’est-à-dire que le vecteur AtAv− v est orthogonal à tout vecteur u ∈ Rn, ce qui implique

que l’on a AtAv − v = 0 pour tout v ∈ Rn et donc AtA = I, si bien que A ∈ O(n) tel que

voulu. □

3. Transformations affines

Tel que vu précédemment, une fois des bases choisies pour les espaces vectoriels, une

transformation linéaire est donnée par une matrice et, réciproquement, une matrice définit

naturellement une transformation linéaire. On appelle transformation affine de R2 une

application φ : R2 → R2 donnée par

φ(u) = Au+ b

où l’on suppose que A ∈ GL2(R) et b ∈ R2. Autrement dit, la transformation affine φ est

une composition d’une application linéaire A : R2 → R2 suivie d’une translation par un

vecteur b dans R2.

Proposition 3.1. A(R2) est un groupe sous l’opération de composition.
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Démonstration. Notons premièrement que la composition d’applications est associa-

tive par définition. Ensuite l’ensemble A(R2) est fermé sous la composition puisque pour

φ,ψ ∈ A(R2) avec φ(u) = Au+ b et ψ(u) = Bu+ c on a

ψ ◦ φ (u) = ψ(Au+ b) = B(Au+ b) + c = (BA)u+Bb+ c,

si bien que ψ ◦ φ est bien affine de partie linéaire BA (rappel : la composée de deux

transformations linéaires inversibles est une transformation linéaire inversible) et de partie

affine donnée par le vecteur Bb + c dans R2. L’élément neutre sous la composition est

l’application identité I ∈ A(R2) donnée par I(u) = u pour tout u ∈ R2. Pour chaque

φ ∈ A(R2) on a φ−1 ∈ A(R2) tel que φ ◦ φ−1 = I = φ−1 ◦ φ. En effet pour φ(u) = Au+ b,

en posant φ−1(u) = A−1u−A−1b on a bien

φ−1 ◦ φ (u) = φ−1(Au+ b) = A−1(Au+ b)−A−1b = u+A−1b−A−1b = u,

et de même on vérifie facilement φ ◦ φ−1(u) = u pour tout u ∈ R2. □

4. Projections parallèles

Il est utile de remarquer que dans ce chapitre nous traitons de manière assez informelle

la différence entre la notion de vecteur (issue de l’Algèbre linéaire) et la notion de point

(issue de la Géométrie). Prenons tout de même quelques lignes pour clarifier le lien entre

les deux notions. Tout d’abord pour parler de vecteur, on suppose forcément que l’on

travaille dans un espace vectoriel, comme Rn introduit précédemment. Si l’on choisit une

base pour l’espace vectoriel, on peut décrire algébriquement un vecteur quelconque par

ses coordonnées. Plus géométriquement, le vecteur v peut-être vu comme un point et,

réciproquement, un point P définit le vecteur noté par
−−→
OP . A deux points P et Q on peut

alors associer le vecteur
−−→
PQ qui est donné par la relation vectorielle

−−→
PQ =

−−→
OQ−

−−→
OP.

Etant donné un triplet ordonné {A,B,C} de trois points distincts et alignés du plan, on a

la relation vectorielle
−−→
AB = k

−→
AC

pour un certain réel k ̸= 0, 1. Il est à noter que ce nombre k dépend de manière essentielle

de l’ordre dans le triplet. On appelle le réel k le rapport simple du triplet {A,B,C} et la
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notation classique pour ce nombre est

k =
AB

AC
.

Si l’on fixe deux points A et B sur une droite alors on observe que le rapport simple de

trois points alignés {A,X,B} détermine complètement l’emplacement du point X sur la

droite AB au sens suivant : si l’on a deux points X et X ′ sur la droite AB avec la relation

AX

AB
=
AX ′

AB

alors forcément on a X = X ′. En effet, si l’on dénote par k le rapport simple commun, on

a
−−→
AX = k

−−→
AB et

−−→
AX ′ = k

−−→
AB, ce qui donne immédiatement

−−→
AX =

−−→
AX ′ et donc X = X ′.

La notion de rapport simple combinée à quelques lignes de calcul vectoriel permettent

de retrouver facilement le Théorème de Thalès, un résultat classique de géométrie pure

ainsi que sa réciproque : Dans un triangle OAB avec A′ ∈ OA et B′ ∈ OB tels que A′B′

soit parallèle à AB, on a alors

OA′

OA
=
OB′

OB

et, réciproquement, si cette condition sur les rapports simples est satisfaite alors A′B′ est

parallèle à AB.

En effet, commençons par la réciproque : supposons que l’on a
−−→
OA′ = k

−→
OA ainsi que

−−→
OB′ = k

−−→
OB. On peut alors écrire les relations vectorielles

−−→
A′B′ =

−−→
A′O +

−−→
OB′ = k

−→
AO + k

−−→
OB = k (

−→
AO +

−−→
OB) = k

−−→
AB

ce qui dit bien que les droites A′B′ et AB sont paralèles.

Pour la preuve du Théorème de Thalès lui-même, en supposant que A′B′ et AB sont

parallèles, on peut écrire la relation vectorielle

−−→
A′B′ = k

−−→
AB

pour un certain réel k, ce qui revient à dire que
−−→
A′B′ − k

−−→
AB =

−→
0 . On a alors que

−−→
OA′−k

−→
OA = (

−−→
OB′+

−−→
B′A′)−k (

−−→
OB+

−−→
BA) =

−−→
OB′−k

−−→
OB+(

−−→
B′A′ − k

−−→
BA︸ ︷︷ ︸

−→
0

) =
−−→
OB′−k

−−→
OB.

Mais comme O,A′, A et O,B′, B constituent deux triplets de points alignés qui sont sur

deux droites distinctes par hypothèse (OAB est un triangle), la seule façon que la relation
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−−→
OA′ − k

−→
OA =

−−→
OB′ − k

−−→
OB puisse être vraie est d’avoir
−−→
OA′ − k

−→
OA =

−→
0 =

−−→
OB′ − k

−−→
OB.

On en déduit que la relation
OA′

OA
=
OB′

OB
est vraie tel que demandé.

Nous faisons maintenant un saut en dimension 3 pour mieux comprendre la Géométrie

affine du plan R2. L’espace vectoriel R3 possède des sous-espaces non-triviaux de dimension

1 (les droites passant par l’origine) et de dimension 2 (les plans passant par l’origine). Dans

cette section nous voulons également considérer des objets affines dans R3. D’une part on

a les droites affines, c’est-à-dire des ensembles de la forme

L = {αv + w | α ∈ R}

où v et w sont des vecteurs fixes dans R3. Il est à noter que la droite affine L est

complètement déterminée par la droite vectorielle R · v et le vecteur w. Dans un lan-

gage plus géométrique, la droite passant par deux points P et Q est décrite de la façon

suivante : le vecteur
−−→
PQ est le vecteur directeur de la droite, qui aura alors pour équation

PQ = {
−−→
OP + t

−−→
PQ | t ∈ R}.

Lorsque t = 0 on est en P , lorsque t = 1 on est en Q et pour t = 1
2 on se retrouve au centre

du segment PQ et ainsi de suite.

D’autre part on a la notion de plan affine dans R3 défini par un sous-espace vectoriel

V ⊂ R3 de dimension 2 et un vecteur w ∈ R3 en posant

P = {v + w | v ∈ V }.

La notion de projection parallèle est comprise facilement de manière visuelle sur la

Figure 1.

On choisit au préalable une vecteur v ∈ R3, qui définit alors non seulement une droite Lv
mais aussi des droites affines de la forme Lv +w pour chaque w ∈ R3. Ensuite étant donné

un plan affine P1 dans R3 qui n’est pas parallèle à Lv, on a que l’intersection entre une

droite affine Lv + w et P1 consiste en un unique point q de P1. Réciproquement, par tout

point q de P1 il passe une unique droite de la forme Lv +w. On suppose de plus que P2 est
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Figure 1. Projection parallèle dans la direction v

un autre plan affine de R3 qui n’est pas parallèle à Lv. On peut alors définir la projection

parallèle dans la direction v l’application π : P1 → P2 par la condition

π(q) = P2 ∩ (Lv + w).

Notons que l’on sait que cette intersection consiste en un unique point en vertu du fait que

P2 n’est pas parallèle à Lv par hypothèse et donc également à chaque droite Lv + w.

A partir de la définition même de projection parallèle π : P1 → P2, on peut constater que

l’application π envoie P1 sur P2 de manière bijective. En effet d’une part π est injective car

si p ̸= q dans P1, alors la droite translatée de Lv passant par p est parallalèlle et distincte

de celle passant par q. Elles n’ont donc pas de points en commun et l’on doit avoir par

construction π(p) ̸= π(q). Ensuite π est surjective puisque, par tout point z de P2, il passe
une unique droite parallèle à Lv et que cette droite intersecte également P1 en un certain

point p et on aura par construction π(p) = z tel que voulu.

Proposition 4.1. Soit L ⊂ P1 une droite. Alors si π : P1 → P2 est une projection

parallèle, on a que π(L) ⊂ P2 est aussi une droite.

Démonstration. On commence par remarquer que l’ensemble des droites parallèles

à une droite donnée Lu est paramétrée par R2 (en fait par P1). Donc l’ensemble de telles

droites passant en outre par la droite L est paramétré par la droite L elle-même. Nommons

P le plan formé de toutes ces droites parallèles à Lu et passant par L. Par construction

de la projection parallèle on a π(L) = P ∩ P2. Mais on sait de l’Algèbre linéaire que deux

plans distincts s’intersectant dans R3 ont une droite comme ensemble d’intersection, donc

on a bien que π(L) est une droite dans P2. □

Proposition 4.2. Soient L1 et L2 droite parallèles dans un plan P1. Si π : P1 → P2
est une projection parallèle, on a que π(L1) et π(L2) sont parallèles.
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Démonstration. On sait déjà par la proposition précédente que π(L1) et π(L2) sont

des droites dans P2. Si elles ne sont pas parallèles, on a π(L1)∩ π(L2) non-vide. Soit donc

p ∈ π(L1)∩π(L2). On a alors π−1(p) ∈ L1 et π−1(p) ∈ L2, si bien que L1∩L2 est non-vide,

donc L1 et L2 ne sont pas parallèles. Contradiction. □

Figure 2. Deux cas pour invariance du rapport simple

Proposition 4.3. Le rapport simple de trois points alignés est une quantité préservée

par toute projection parallèle π : P1 → P2.

Démonstration. SoientA,B,C des points alignés dans P1. Par la proposition précédente,

on sait que π(A), π(B) et π(C) sont aussi alignés et on veut montrer que

AB

AC
=
π(A)π(B)

π(A)π(C)
.

Il y a deux cas à considérer. Si P1 et P2 sont parallèles, alors on sait que π : P1 → P2
est une isométrie et alors le résultat est clair. Autrement P1 et P2 ne sont pas parallèles.

Soit alors P l’unique plan de R3 passant par π(A) qui est parallèle à P1. Appelons B′

l’intersection de P avec la droite joignant B à π(B) et appelons C ′ l’intersection de P avec

la droite joignant C à π(C). Alors par le premier cas, on sait que l’on a

AB

AC
=
π(A)B′

π(A)C ′
.

Mais en appliquant (voir Figure 3) le Théorème de Thalès au triangle π(A)C ′π(C) on a

également que

π(A)B′

π(A)C ′
=
π(A)π(B)

π(A)π(C)
.
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Figure 3. Invariance du rapport simple

On en conclut que

AB

AC
=
π(A)π(B)

π(A)π(C)
.

□

Théorème 1. Toute projection parallèle π : P1 → P2 est une transformation affine du

plan, après identification de P1 et P2 à l’espace affine R2.

Démonstration. On commence par supposer que π : P1 → P2 préserve l’origine

O ∈ R2 : π(O) = O.

Assertion : Pour tout v ∈ R2 et λ ∈ R, on a π(λv) = λπ(v).

En effet, d’une part on sait (Proposition 4.1) que la projection parallèle π envoie la droite

définie par v sur la droite définie par π(v). Ensuite comme π préserve le rapport simple et

que l’on a

λv

v
= λ,

on sait que l’on doit avoir

π(λv)

π(v)
= λ.

Ces deux faits donnent bien π(λv) = λπ(v).

Assertion : Pour tous v, w ∈ R2, on a π(v + w) = π(v) + π(w).

Puisque le parallélisme est préservé par π, on sait que Lw//Lw+v et Lv//Lv+w impliquent
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que π(Lw)//π(Lw + v) et π(Lv)//π(Lv +w). En utilisant l’hypothèse que π(O) = O, on a

alors que le parallélogramme de sommets O, v, w, v + w est envoyé sur le parallélogramme

de sommets O, π(v), π(w), π(v + w). En appliquant la loi du parallèlogramme, on a donc

bien π(v) + π(w) = π(v + w).

Il découle de ce qui précède, qu’après avoir choisi une base de R2, il existe une matrice

A de taille 2 × 2 telle que π(v) = Av pour tout v ∈ R2. Puisque π est inversible comme

projection parallèle, on a que la matrice A est inversible.

Figure 4. Linéarité de la projection parallèle

Pour conclure la preuve, on doit retirer l’hypothèse π(O) = O. Soit donc π(O) = b ∈ R2,

avec b vecteur non-nul. En appliquant la projection parallèle et, ensuite, une translation

par −b, on retombe sur le cas d’une appliquation envoyant O sur lui-même. Par la première

partie de la preuve, on a donc π(v)− b = Av pour tout v ∈ R2, pour une certaine matrice

2 × 2 inversible A. Mais alors on peut écrire π(v) = Av + b, ce qui termine la preuve que

π est une transformation affine. □

Théorème 2. Toute transformation affine φ : R2 → R2 peut être exprimée comme

composition de deux projections parallèles.

Démonstration. On se souvient qu’une transformation affine φ : R2 → R2 s’exprime

comme φ(u) = Au + b, où A est matrice inversible 2 × 2 et b est un vecteur de R2.

On sait en outre que φ est complètement déterminée par φ(1, 0), φ(0, 1) et b. Posons

φ(0, 0) = P, φ(1, 0) = Q et φ(0, 1) = R. On veut premièrement définir une projection

parallèle π1 : P1 → P telle que π1(0, 0) = P et π1(1, 0) = Q. Prenons P1 plan de R3
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passant par P mais ne passant pas par Q. On met sur P1 une structure d’espace vectoriel

telle que P en soit l’origine et on y considère les vecteurs (1, 0) et (0, 1). Soit ensuite P un

plan passant par P et Q, mais ne passant pas par (1, 0) et ne passant pas par R. Il passe

une unique droite Lu de R3 par les points (1, 0) et Q. On utilise cette droite pour définir la

projection parallèle π1 : P1 → P. Par construction elle satisfait π1(P ) = P et π1(1, 0) = Q.

Soit alors X = π1(0, 1).

On veut ensuite construire π2 : P → P2 projection parallèle telle que π2(P ) = P, π2(Q) = Q

et π2(X) = R. On aura alors construit π2 ◦ π1 : P1 → P2 transformation affine telle que

π2 ◦ π1(P ) = P

π2 ◦ π1(1, 0) = Q

π2 ◦ π1(0, 1) = R,

si bien que φ = π2 ◦π1 comme voulu, puisque l’on se souvient qu’une application affine est

complètement déterminée par l’image donnée à trois points non-alignés. Pour construire

π2, soit P2 le plan de R3 contenant P,Q et R. Par construction P,Q,R et X ne sont pas

co-planaires (R /∈ P mais P,Q,X ∈ P) , donc P2 et P ont exactement en commun la droite

passant par P et Q. Soit alors Lv la droite de R3 passant par R et X, elle nous permet de

construire une projection parallèle π2 : P → P2 telle que voulue. □

Corollaire 4.4. Toute transformation affine φ : R2 → R2 préserve les notions de

droite affine, de parallélisme et de rapport simple.

Démonstration. En effet le résultat découle du théorème précédent combiné au fait

que la notion de projection parallèle préserve les notions de droite affine, de parallélisme

et de rapport simple. □

Remarquons que les énoncés contenus dans le dernier corollaire peuvent également être

démontrés à partir de la définition des transformations affines, sans passer par la notion

de projection parallèle.

Le résultat qui suit n’est pas très difficile, mais il sera fort utile à la fois pour démontrer

des résultats de Géométrie classique et comme premier pas dans l’étude de la Géométrie

du point de vue de Klein.

Théorème 3. (Théorème fondamental de la géométrie affine)

Soient {P,Q,R} ⊂ R2 trois points non-alignés et {P ′, Q′, R′} ⊂ R2 trois autres points
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Figure 5. Transformation affine comme composition de projections parallèles

non-alignés. Alors il existe une unique transformation affine ϕ : R2 → R2 telle que l’on ait

ϕ(P ) = P ′, ϕ(Q) = Q′ et ϕ(R) = R′.

Démonstration. La preuve est faite en deux parties. En premier lieu on montre

l’existence d’une telle application affine, ensuite on montre qu’elle est unique. Pour l’exis-

tence, nous montrons l’existence de transformations affines ϕ1 : R2 → R2 et ϕ2 : R2 → R2

telles que

ϕ1(0, 0) = P ϕ1(1, 0) = Q ϕ1(0, 1) = R

ϕ2(0, 0) = P ′ ϕ2(1, 0) = Q′ ϕ2(0, 1) = R′

La forme générale pour une transformation affine ϕ1 est donnée par

ϕ1(u) =

(
a b

c d

)
u +

(
e

f

)
.
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Figure 6. Idée de la preuve du TFGA

On a alors

ϕ1(0, 0) =

(
e

f

)
ϕ1(1, 0) =

(
a

c

)
+

(
e

f

)
ϕ1(0, 1) =

(
b

d

)
+

(
e

f

)
.

Pour satisfaire les conditions voulues sur ϕ1, on doit donc avoir (e, f) = P , (a, c) =
−−→
PQ et

(b, d) =
−→
PR. Est-ce que ceci définit une transformation affine ? Oui car la matrice

(
a b

c d

)
ainsi déterminée est inversible : en effet ses colonnes sont respectivement données par

−−→
PQ

et
−→
PR, deux vecteurs linéairement indépendants puisque P,Q et R sont non-alignés par

hypothèse. Pour exactement les mêmes raisons, on peut construire ϕ2 affine telle que de-

mandé ci-dessus. On a alors que ϕ = ϕ2◦ϕ−1
1 est une transformation affine envoyant P,Q,R

sur P ′, Q′, R′ tel que voulu.

Montrons maintenant que ϕ est unique. Soient ϕ et ψ transformations affines telles que

{P,Q,R} est envoyé sur {P ′, Q′, R′}. Alors les transformations affines ϕ ◦ ϕ1 et ψ ◦ ϕ1 en-

voient toutes deux l’ensemble {(0, 0), (1, 0), (0, 1)} sur l’ensemble {P ′, Q′, R′}. Comme une

transformation affine est entièrement déterminée par l’image qu’elle assigne à (0, 0), (1, 0)

et (0, 1), on a que ϕ◦ϕ1 = ψ◦ϕ1. Mais ϕ1 étant inversible, en composant à droite de chaque

côté par ϕ−1
1 , on trouve bien que ϕ = ψ tel que désiré. □
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Corollaire 4.5. En géométrie affine, tous les triangles sont équivalents.

Démonstration. Soient ABC et A′B′C ′ deux triangles dans R2. Par le théorème

fondamental, il existe une affinité telle que φ(A) = A′, φ(B) = B′, φ(C) = C ′. Comme les

affinités préservent les droites, on a que AB est envoyé sur A′B′, AC sur A′C ′ et BC sur

B′C ′ par la transformation φ, donc les triangles ABC et A′B′C ′ sont bien équivalents. □

5. Applications à des théorèmes classiques de géométrie plane

Nous donnons ici quelques exemples de résultats de Géométrie plane élémentaire qui

peuvent être démontrés à l’aide du Théorème fondamental de la Géométrie affine (TFGA).

La méthode de preuve suit les lignes suivantes : on s’assure premièrement que l’énoncé

- c’est à dire les hypothèses et la conclusion - porte sur des notions affines ; ensuite on

utilise le TFGA pour se ramener à un cas particulièrement favorable pour une preuve ; et

finalement on sait que le résultat général sera vrai en vertu de l’invariance affine.

Théorème 5.1. (Théorème des médianes)

Les trois médianes d’un triangle quelconque sont concourantes.

Figure 7. Médianes : réduction à un cas particulier

Démonstration. On rappelle qu’une médiane dans un triangle est une droite joignant

un sommet au centre du côté du triangle opposé au sommet. Par le corollaire précédent, on

sait que tous les triangles de R2 sont équivalents sous transformation affine. De plus étant

donné que les transformations affines préservent le rapport simple de trois points alignés,
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on sait que la notion de milieu d’un côté de triangle est préservée. Finalement la propriété

d’avoir trois droites concourantes est elle aussi préservée par une transformation affine. Il

suffit donc de démontrer le résultat dans un cas particulier : considérons la situation où

ABC est un triangle équilatéral.

Soient P milieu de BC, Q milieu de AC et R milieu de AB. Le triangle ABC étant

équilatéral, il est symétrique le long de l’axe AP et donc l’intersection BQ ∩ CR doit

également être symétrique par rapport à l’axe AP . Cette intersection de droites étant

unique, la symétrie impose donc qu’elle soit sur AP , donc les trois médianes sont bien

concourantes. □

Théorème 5.2. (Théorème de Ceva)

Soit ABC un triangle et X un point qui n’est pas sur les droites AB, AC ou BC. Si on

pose P = AX ∩BC, Q = BX ∩AC et R = CX ∩AB, alors on a la relation

AR

RB

BP

PC

CQ

QA
= 1.

Figure 8. Ceva : réduction à un cas particulier

Démonstration. Par le théorème fondamental, il y a φ : R2 → R2 transformation

affine telle que φ(ABC) = A′B′C ′, où A′ = (0, 1), B′ = (0, 0) et C ′ = (1, 0). Soit X ′ =

φ(X) = (u, v). On calcule les coordonnées de P ′, Q′, et R′ (images de P,Q et R sous φ)

en fonction de u et v. L’équation de B′C ′ est y = 0, la pente de A′X ′ est v−1
u−0 , ce qui donne

l’équation de la droite A′X ′ comme

y − 1 =
v − 1

u
x.

Donc l’intersection P ′ entre A′X ′ et B′C ′ est donnée par P ′ = ( u
1−v , 0).

De même, pour le point R′, on a l’intersection de la droite A′B′ d’équation x = 0 avec la
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droite C ′X ′ d’équation

y − 0 =
0− v
1− u

(x− 1),

ce qui signifie que R′ = (0, v
1−u).

Finalement, en Q′ s’intersectent la droite A′C ′ d’équation x + y = 1 et la droite B′X ′

d’équation y = v
ux, si bien que l’on a Q′ = ( u

u+v ,
v

u+v ). On a ainsi les rapports

A′R′

R′B′ =
v

1−u − 1

− v
1−u

=
v + u− 1

−v
=

1− u− v
v

B′P ′

P ′C ′ =
u

1−v

1− u
1−v

=
u

1− v − u

Et en utilisant Thalès, on a
C ′Q′

Q′A′ =
v

u+v

1− v
u+v

=
v

u
.

On en déduit que

AR′

R′B

BP ′

P ′C

CQ′

Q′A
=

1− u− v
v

× u

1− v − u
× v

u
= 1.

Comme les affinités préservent les rapports simples et que P ′, Q′, R′ sont envoyés sur P,Q,R

par φ−1, on obtient bien
AR

RB

BP

PC

CQ

QA
= 1.

□

En fait le Théorème de Ceva possède une réciproque :

Théorème 5.3. Soient P,Q et R respectivement sur les droites BC, AC et AB, tous

distincts des sommets du triangle ABC et satisfaisant la relation

AR

RB

BP

PC

CQ

QA
= 1.

Alors les droites AP, BQ et CR sont concourantes.

Démonstration. SoitX l’intersection entre les droites BQ et CR. Posons AX∩BC =

P ′. On doit montrer que P ′ = P . Par le Théorème de Ceva, on sait que

AR

RB

BP ′

P ′C

CQ

QA
= 1
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et par l’hypothèse dans l’énoncé théorème, on a

AR

RB

BP

PC

CQ

QA
= 1.

Ces deux égalités donnent donc que

BP ′

P ′C
= 1 =

BP

PC

ce qui permet facilement de conclure que P ′ = P . □

Remarque 5.4. Notons que ce dernier résultat est une généralisation du Théorème de

la médiane : dans ce dernier cas, on a

AR

RB
=
BP

PC
=
CQ

QA
= 1,

donc le produit des trois termes donne 1.

Théorème 5.5. (Théorème de Menelaüs)

Soit ABC un triangle et L une droite intersectant les droites BC, AC et AB en des points

distincts P, Q et R respectivement. Alors on a la relation

AR

RB

BP

PC

CQ

QA
= −1.

Figure 9. Théorème de Menelaüs
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Démonstration. On utilise à nouveau le théorème fondamental de la géométrie affine.

Il existe une affinité pour se ramener au triangle de sommets A = (0, 1), B = (0, 0) et

C = (1, 0). Toutes les notions dans l’énoncé sont invariantes sous transformation affine,

donc il s’agit de démontrer un cas particulier. La droite L intersectant le triangle ABC en

trois points distincts, son équation est de la forme y = mx + c, avec m ̸= 0. On calcule

premièrement les coordonnées des intersections P, Q et R.

Comme P = BC ∩ L, on a y = 0 et donc x = −c
m , si bien que

P = (
−c
m
, 0).

Ensuite R = AB ∩ L, donc x = 0 et ainsi y = c, ce qui donne

R = (0, c).

Finalement Q = AC ∩ L et on doit résoudre simultanément les équations x + y = 1 et

y = mx+ c. Un bref calcul donne x = 1−c
m+1 et y = m+c

m+1 , si bien que

Q = (
1− c
m+ 1

,
m+ c

m+ 1
).

On peut alors calculer les quantités intervenant dans la conclusion du théorème :

AR

RB
=
c− 1

0− c
=

1− c
c

BP

PC
=

−c
m − 0

1 + c
m

=
−c

m+ c

CQ

QA
=

1−c
m+1 − 1

0− 1−c
m+1

=
−(m+ c)

c− 1

ce qui donne bien

AR

RB

BP

PC

CQ

QA
= −1.

dans le cas particulier ; le cas général suit par application d’une affinité. □

Comme pour le Théorème de Ceva, il y a une réciproque au Théorème de Menelaüs :

Théorème 5.6. Soient BC, AC et AB des droites définissant un triangle ABC et

contenant respectivement des points P, Q et R tous différents des sommets du triangle tels

que
AR

RB

BP

PC

CQ

QA
= −1.

Alors les trois points P, Q et R sont alignés.
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Démonstration. Exactement comme la preuve de la réciproque à Ceva. Soit R′ in-

tersection de la droite PQ et la droite AB. On doit montrer R′ = R. Le Théorème de

Menelaüs pour les points P, Q et R′ donne

AR′

R′B

BP

PC

CQ

QA
= −1,

alors que l’hypothèse nous donne que

AR

RB

BP

PC

CQ

QA
= −1,

ce qui implique que

AR′

R′B
=
AR

RB
.

On en conclut que R′ = R et le résultat est donc démontré. □

6. La classification affine des coniques

Il y a plusieurs façons d’introduire les coniques en Géométrie. Une approche motivée

par ce qui était fait en Grèce antique est de considérer le cône unité de R3, noté ici C,

d’équation

Z2 = X2 + Y 2

et de l’intersecter au moyen de différents plans P de R3. L’intersection C∩P est appelée une

section conique ou, plus simplement, une conique. Remarquons qu’au niveau algébrique,

un plan P dans R3 est donné par une équation de la forme

aX + bY + cZ + d = 0,

si bien que la conique C ∩ P est décrite par une équation de degré 2 en deux variables

parmi X,Y et Z. Ceci constitue une motivation à la définition plus algébrique que nous

allons prendre pour étudier les coniques :

Définition 6.1. Une conique de R2 est le lieu d’annulation d’un polynôme de degré 2

f(x, y), c’est-à-dire : C = {(x, y) ∈ R2 | f(x, y) = 0}.

Ainsi une conique générale est donnée par une équation de la forme

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Fx+ 2Gy +H = 0,
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où les multiples de 2 introduits ci-dessus permettent d’adopter une notation matricielle

particulièrement utile pour le traitement des coniques : l’écriture matricielle de l’équation

définissant la conique est alors

(
x y 1

) A B F

B C G

F G H


xy
1

 = 0.

La matrice A de taille 3 × 3 ci-dessus est appelée matrice de la conique et nous verrons

qu’elle est très utile pour classifier les types de coniques. On remarque que A est une matrice

symétrique, donc on sait que A est orthogonalement diagonalisable : un changement de

base allant de la base canonique de R3 à une base {v1, v2, v3} composée de vecteurs propres

orthonormaux de A permet d’obtenir la forme diagonale

D =

λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 ,

satisfaisant D = PAP−1 pour P matrice orthogonale correspondant à une isométrie de R3

pour le produit scalaire euclidien.

La première distinction que l’on fait parmi les coniques est la suivante : Une conique C
donnée par la condition f(x, y) = 0 est dite dégénérée si on a

f(x, y) = g(x, y) · h(x, y)

pour certains polynômes g(x, y) et h(x, y) de degré 1 . Autrement on dit que la conique

est non-dégénérée. D’un point de vue géométrique, une conique dégénérée est donc donnée

comme réunion d’ojets définis par deux équations de degré 1. Par exemple la condition

xy = 0 correspond à une conique dégénérée composée des deux droites x = 0 et y = 0. De

même la condition x2 = 1 définit une conique donnée par deux droites parallèles x = 1 et

x = −1.

Remarque 6.2. Il importe de noter ici l’importance du corps de base sur lequel on

travaille. Par exemple si on travaille sur R, l’équation x2 = −1 ne semble correspondre à

aucun lieu du plan R2, mais en travaillant sur C, on a la décomposition

x2 + 1 = (x+ i)(x− i)

correspondant à deux droites x = +i et x = −i dans C2.
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Exercice 6.3. Montrez que la propriété d’être dégénérée ou non pour une conique est

une propriété affine. Autrement dit : si φ : R2 → R2 est une transformation affine, alors

on a C dégénérée ⇐⇒ φ(C) dégénérée.

Proposition 6.4. Une conique C définie sur C est dégénérée si et seulement si la

matrice symétrique A la définissant satisfait detA = 0.

Démonstration. Le fait que C soit dégénérée signifie que le polynôme la définissant

peut être factorisé. Ceci ne dépend pas des coordonnées utilisées, ainsi on peut supposer

sans perte de généralité que la matrice A est diagonale

D =

λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 .

Quitte à effectuer un autre changement de coordonnées, on peut même supposer que l’on a

λi ∈ {0,+1,−1} (1 ≤ i ≤ 3). Si un des λi = 0, alors on a detD = 0. Si λ1 = 0, on obtient

alors l’équation

λ2y
2 + λ3 = 0

et la conique est dégénérée puisqu’alors

y = ±
√
−λ3/λ2.

De même pour les cas λ2 = 0 et λ3 = 0. On a donc que detA = 0 implique C dégénérée

(sur C). Réciproquement si on a detA ̸= 0, on aura pour la forme diagonale λ1λ2λ3 ̸= 0 et

essayons de résoudre le système(ax+ by + c)(a′x+ b′y + c′) = 0

λ1x
2 + λ2y

2 + λ3 = 0

Ceci se réécrit 
aa′ = λ1

bb′ = λ2

cc′ = λ3

et


ab′ + ba′ = 0

ac′ + cb′ = 0

bc′ + cb′ = 0

.

Comme tous les λi (1 ≤ i ≤ 3) sont non-nuls, on en déduit

a′ =
λ1
a
, b′ =

λ2
b
, c,=

λ3
c
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si bien que l’on doit résoudre 
λ2

a
b + λ1

b
a = 0

λ3
a
c + λ1

c
a = 0

λ3
b
c + λ2

c
b = 0

ou encore 
a2 = − λ1

λ2
b2

a2 = − λ1
λ3
c2

b2 = − λ2
λ3
c2

ce qui se réduit à b2 = λ2
λ3
c2

b2 = − λ2
λ3
c2

donnant b2 = 0 et donc on aurait λ2 = 0, une contradiction. On a donc établi que C est

non-dégénérée tel que voulu. □

Etant donné une conique C donnée par une matrice symétrique 3× 3, on dénote par ∆ la

quantité detA. Nous venons de voir que la conique est dégénérée exactement lorsque l’on

a ∆ = 0.

Dans la suite de cette section, on s’intéresse à la question de la classification des coniques

non-dégénérées à équivalence affine près. En d’autres termes : quels sont les différents

types affines de coniques non-dégénérées ? Peut-on trouver pour chaque classe une forme

canonique ? Nous commençons par tenter de comprendre comment nous pouvons modifier

l’équation définissant une conique quelconque C

(
x y 1

)
A

xy
1

 = 0

par une transformation affine φ : R2 → R2. Commençons par remarquer qu’en général la

diagonalisation de A, bien que toujours possible par une transformation orthogonale de R3,

ne peut pas forcément être accomplie grâce à une transformation affine de R2. Par contre

on peut écrire l’équation de la conique

ax2 + 2bxy + cy2 + 2fx+ 2gy + h = 0
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sous la forme d’une autre équation matricielle(
x y

)(a b

b c

)(
x

y

)
+ 2

(
f g

)(x
y

)
+ h = 0

On peut alors diagonaliser la matrice(
a b

b c

)
en

(
λ1 0

0 λ2

)

au moyen d’une transformation affine de R2 (en fait une transformation orthogonale de

R2). On distingue alors trois cas :

(1) ac− b2 > 0. Dans ce cas on obtient comme équation de la conique

λ1x
2 + λ2y

2 + 2fx+ 2gy + h = 0

avec λ1, λ2 > 0 (nous avons par ailleurs gardé la même notation pout f, g et h bien

que ceux-ci aient probablement changé après avoir appliqué la transformation ortho-

gonale). On se débarasse de λ1 et λ2 par une transformation affine et en complétant

les carrés pour x et y, on obtient au final l’équation

u2 + v2 = ±1 (cas elliptique)

(2) ac− b2 < 0. Dans ce cas on obtient l’équation

λ1x
2 + λ2y

2 + 2fx+ 2gy + h = 0

avec λ1, λ2 de signes opposés. Par une transformation affine, on se ramène à

u2 − v2 = 1 (cas hyperbolique)

(3) ac− b2 = 0. Ce dernier cas se ramène à l’équation

λ1x
2 + fx+ gy + h = 0

et par ne transformation affine on obtient finalement

v = u2 (cas parabolique)

La conclusion de cette discussion est simple : le terme δ = ac− b2 détermine complètement

le type affine d’une conique non-dégénérée (satisfaisant donc ∆ ̸= 0). Il nous reste toutefois
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à voir que les différents scénarios sont mutuellement exclusifs. Nous allons montrer que si

φ : R2 → R2 est une transformation affine donnée par

φ(x, y) = B

(
x

y

)
+
−→
b

et que C est une conique avec φ(C) conique image sous la transformation φ, alors le signe

de l’invariant δ est le même pour C et φ(C). Autrement dit, une ellipse (δ > 0) sera envoyée

sur une ellipse, une hyperbole (δ < 0) sur une hyperbole et une parabole (δ = 0) sur une

parabole. Considérons les coordonnées(
x′

y′

)
= B

(
x

y

)
+
−→
b

si bien que l’on a (
x

y

)
= B−1

(
x′

y′

)
−B−1−→b .

L’équation de φ(C) est alors obtenue en remplaçant les variables x et y par leur valeur en

termes de x′ et y′ dans l’équation de la conique C

ax2 + 2bxy + cy2 + 2fx+ 2gy + h = 0.

Ceci se fait aisément en utilisant l’écriture matricielle(
x y

)(a b

b c

)(
x

y

)
+ 2

(
f g

)(x
y

)
+ h = 0.

En fait seule l’expression quadratique nous intéresse pour l’invariant δ et celle-ci est(
x′ y′

)
(B−1)T

(
a b

b c

)
B−1

(
x′

y′

)
.

Son déterminant est alors donné par

(detB−1)2 det

(
a b

b c

)
si bien que φ(C) et C ont bien le même signe pour leur invariant δ. En résumé on peut donc

dire que la classification affine des coniques peut être complètement comprise à partir des

deux invariants ∆ et δ introduits précédemment.





Chapitre 2

Géométrie projective

1. Le plan projectif réel

Dans cette section nous construisons le plan projectif réel, noté RP2, et nous explorons

certaines de ses propriétés. L’utilité de ce nouvel espace pour faire de la Géométrie ne vien-

dra que plus tard dans le chapitre. L’idée intuitive derrière l’espace RP2 est de considérer

que dans l’espace usuel R3, des points sur une même droite émanant de l’origine O sont

équivalents.

Plus formellement, soit R∗ = R − {0} et considérons l’action de R∗ sur R3 donnée par

(λ, v) 7→ λv. Ceci permet de définir une relation d’équivalence sur R3 − {O} par

(x, y, z) ∼ (λx, λy, λz)

pour tout λ ∈ R∗ et tout (x, y, z) ∈ R3 − {O}.

Définition 1.1. L’espace quotient R3 − {O} / R∗ est appelé plan projetif réel, noté

RP2.

Une façon de décrire adéquatement RP2 est de voir cet espace comme l’ensemble de

toutes les droites passant par l’origine dans R3. Il ne faut pas être confus par le fait que

selon cette description, un point de RP2 (c’est-à-dire un élément de RP2) correspond à

une droite de R3. Une autre façon de dire essentiellement la même chose, en utilisant

une terminologie d’Algèbre linéaire, est de voir RP2 comme l’ensemble des sous-espaces

vectoriels de dimension 1 dans R3.

Il est important de noter que RP2 n’est pas un espace vectoriel puisqu’il n’y a pas d’addition

ni de multiplication scalaire définie sur RP2. Pourquoi l’avoir appelé plan alors ? Pour

expliquer ceci prenons une situation encore plus simple pour pouvoir mieux visualiser. La

droite projective réelle est définie de façon analogue par RP1 = R2−{O} / R∗, où l’action

de R∗ est toujours par multiplication scalaire.

Dans RP1, si v ∈ R2 − {O} et Lv désigne la droite de vecteur directeur v dans R2, tous

37
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les points de Lv sont équivalents sous l’action de R∗. Cela veut dire que si l’on veut choisir

un représentant de la classe d’équivalence de v dans RP1, on peut supposer que ||v|| = 1.

Rappelons que le cercle unité de R2 est l’ensemble

S1 = {w ∈ R2 | ||w|| = 1}.

A-t-on donc une identification entre S1 et RP1 ? Ce n’est pas si simple... Les éléments v et

−v, pour ||v|| = 1, sont distincts dans S1, mais ils représentent le même élément de RP1,

car −v = (−1) v. Si l’on dénote par {±1} le groupe multiplicatif d’ordre 2, on a une action

de {±} sur S1 par (+1, v) 7→ v et (−1, v) 7→ −v et on ontient alors l’identification

RP1 = S1/{±1}.

Une identification similaire peut être faite dans le cas de RP2. Dans R3, l’ensemble des

vecteurs v satisfaisant la condition ||v|| = 1 décrit une sphère de rayon 1 centrée en l’origine

et dénotée S2. Un élément de RP2 peut donc être représenté géométriquement par un point

sur S2, mais comme précédemment, nous devons nous souvenir que même si v et −v sont

distincts sur S2, ils représentent le même point de RP2. Ceci mêne à l’identification

RP2 = S2/{±1}.

Figure 10.

2. RP2 en tant que plan affine complété

On veut présenter ici une autre identification de RP2 qui permettra de faire le lien

entre la Géométrie affine et la Géométrie projective. Dans R3 considérons le plan affine

P = {(x, y, 1) | x, y ∈ R}.
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Chaque point P ∈ P définit alors un élément de RP2 en prenant la classe d’équivalence

sous multiplication scalaire, ce qui permet de voir l’inclusion P ⊆ RP2. Cette inclusion

est stricte cependant : les droites de R3 passant par O et satisfaisant la condition z = 0

n’intersectent pas le plan P et leur classe dans RP2 ne peut donc pas être représentée par

un élément de P. Il y a une copie de RP1 de telles points dans RP2. Par contre toute autre

droite de R3 intersectera P en un unique point et ce point sera un représentant de la classe

projective de cette droite. Ceci nous donne une décomposition

RP2 = P ∪ RP1.

Cette identification permet de voir RP2 comme plan affine complété d’une droite à l’in-

fini. Pour comprendre cette terminologie de l’infini, nous aurons besoin de coordonnées

décrivant algébriquement le plan projectif.

Figure 11. Autre représentation du plan projectif RP2

Il est important de comprendre que dans ce qui précède, il n’y a rien de spécial au plan

P choisi : on aurait pu faire la même chose avec tout autre plan de R3 ne passant pas par

l’origine O ∈ R3. En ce sens, la notion de droite à l’infini n’est pas une notion intrinsèque

au plan projectif RP2, mais plutôt un objet permettant de compléter la Géométrie d’un

plan affine dans R3. Nous verrons plus tard le lien précis entre les transformations affines

et la géométrie projective.
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3. Coordonnées homogènes sur RP2

Un sous-espace vectoriel de dimension 1 dans R3 peut être interprété comme l’ensemble

des multiples scalaires d’un vecteur v ̸= 0 dans ce sous-espace donné. On dit alors que v est

un représentant de la classe [v] ∈ RP2. Il est clair que si λ ̸= 0 est un nombre réel non-nul,

on a [λv] = [v] et donc λv est un autre représentant vectoriel de la classe [v].

Soit {v1, v2, v3} une base de l’espace vectoriel R3. Tout vecteur peut alors s’écrire comme

v =

3∑
i=1

xivi

et on dit que (x1, x2, x3) sont les coordonnées de v dans cette base de R3. Pour tout

vecteur non-nul v ∈ R3, on peut alors complètement décrire la classe [v] ∈ RP2 à partir

des coordonnées x1, x2 et x3 de v dans la base {v1, v2, v3} en définissant les coordonnées

homogènes de [v], notées [x1, x2, x3]. Cette notation signifie tout simplement que pour tout

scalaire λ ̸= 0, on considère l’équivalence

[λx1, λx2, λx3] = [x1, x2, x3].

Considérons alors U0 ⊂ RP2 défini par

U0 = {[x1, x2, x3] ∈ RP2 | x1 ̸= 0}.

En termes de coordonnées homogènes dans U0, on a

[x1, x2, x3] = [x1, x2
x1
x1
, x3

x1
x1

] = [1,
x2
x1
,
x3
x1

].

On peut donc représenter tout élément de U0 par des coordonnées de type [1, y1, y2], où

y1, y2 ∈ R. Ceci signifie que U0 n’est rien d’autre qu’une copie du plan R2 dans RP2. Quels

sont les éléments de RP2 −U0 ? Ils satisfont la condition x1 = 0 et ce sont donc les classes

de la forme [0, x2, x3]. Autrement dit, le complémentaire de U0 dans RP2 est une copie de

la droite projective réelle RP1.

Dans cette décomposition RP2 = R2 ∪RP1, on peut maintenant comprendre pourquoi

on appelle RP1 la droite à l’infini de la décomposition. Ce RP1 est caractérisé par x1 = 0,

donc pour qu’un point donné [0, y, z] soit limite d’une suite de points {[xn, yn, zn]}n∈N il

faut que l’on ait la condition

lim
n→∞

xn = 0.
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Figure 12. Points à l’infini de xy = 1

Mais alors on voit que les représentants de cette suite {[xn, yn, zn]}n∈N dans U0 sont de la

forme

[1,
yn
xn
,
zn
xn

].

Cela signifie que les représentants de la suite dans le plan U0 tendent vers l’infini. Cet

infini n’est jamais atteint dans R2, mais c’est un des aspects essentiels de RP2 qu’une telle

limite puisse y exister. En d’autres termes, on a complété le plan affine par un ensemble de

directions à l’infini lorsque l’on a construit RP2.

4. Droites projectives dans le plan projectif

Nous généralisons la notion de droite en géométrie affine dans le cadre du plan projectif

RP2. L’observation de départ est de voir qu’une droite L dans un plan de affine P ⊂ R3

ne passant pas par O définit un unique sous-espace vectoriel U de dimension 2 de R3 qui

contient L. Cet objet U ⊂ R3 n’est pas à proprement parler un objet de RP2, mais on

peut naturellement lui associer un objet projectif : P (U) = U − {O} / R∗. Ceci motive la

définition suivante.

Définition 4.1. Une droite projective dans RP2 est donnée par L = P (U), où U est

un certain sous-espace vectoriel de dimension 2 dans R3.

La notation P (U) est là pour nous rappeler que nous passons d’un objet d’Algèbre linéaire

U ⊂ R3 à sa projectivisation P (U) ⊂ RP2. Tout comme RP2 n’est pas un espace vectoriel,
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il est important de noter qu’une droite projective n’est pas non plus un espace vectoriel,

mais bien plutôt un quotient d’espace vectoriel par l’action de R∗. La notion de droite

projective est clairement une généralisation de la notion de droite affine. On se souvient

qu’en géométrie affine, il y a un manque de symétrie parce que :

(1) par deux points distincts de R2 il passe une unique droite affine de R2 ;

(2) deux droites distinctes peuvent ne pas s’intersecter en un unique point.

Cette absence de symétrie entre les points et les droites est résolu dans le contexte de la

géométrie projective, comme le montrent les deux propositions suivantes :

Proposition 4.2. Par deux points distincts de RP2 il passe une unique droite projec-

tive.

Démonstration. Soient x, y ∈ RP2 deux points distincts. Prenons u, v ∈ R3 − {0}
représentant vectoriels ces points : x = [u] et y = [v]. Alors u et v sont des vecteurs

linéairement indépendants dans R3, car autrement on aurait x = [u] = [λv] = [v] = y,

contradiction. Soit donc U ⊂ R3 le plan engendré par u et v dans R3. Alors P (U) est

une droite projective contenant x et y. De plus cette droite est unique : si P (U ′) est une

droite projective passant par x et y, on doit avoir u ∈ U ′ et v ∈ U ′, donc U ⊆ U ′. Comme

dimU = 2 = dimU ′, on doit avoir U = U ′ et donc P (U) = P (U ′). □

Proposition 4.3. Dans le plan projectif, deux droites projectives distinctes s’inter-

sectent en un unique point.

Démonstration. Soient P (U1) et P (U2) deux droites projectives distinctes dans RP2.

On a alors U1 ̸= U2 deux sous-espaces distincts de dimension 2 dans R3. On sait par

l’Algèbre linéaire que

dimR3 ≥ dim(U1 + U2) = dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩ U2).

Ceci nous dit que dim(U1 ∩U2) ≥ 1. En fait on doit avoir dim(U1 ∩U2) = 1, car autrement

U1 = U2. La droite U1 ∩ U2 ⊂ R3 définit alors l’unique point d’intersection entre P (U1) et

P (U2), tel que voulu. □

On peut alors donner une caractérisation algébrique d’une droite projective dans RP2

en utilisant les coordonnées homogènes. On se souvient qu’un plan de R3 passant par

l’origine O est donné par une équation de la forme

aX + bY + cZ = 0,
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où a, b, c ∈ R sont des constantes pas toutes nulles. Cette équation peut être interprétée

comme donnant l’ensemble des vecteurs (X,Y, Z) perpendiculaires au vecteur (a, b, c) dans

R3, c’est-à-dire le sous-espace orthogonal au sous-espace engendré par (a, b, c). Ceci permet

donc de décrire une droite projective comme

L = {[X,Y, Z] ∈ RP2 | aX + bY + cZ = 0}.

On peut alors calculer algébriquement le point à l’infini de L : celui-ci est sur la droite à

l’infini d’équation Z = 0, donc la condition satisfaite par [X,Y, 0] pour être point à l’infini

de L est aX + bY = 0. Ceci correspond au point unique [b,−a, 0] de RP2.

Par ailleurs pour trouver algébriquement l’équation de la droite projective passant par

deux points distincts [a, b, c] et [d, e, f ], on remarque qu’un élément [X,Y, Z] de RP2 sera sur

cette droite si les vecteurs (a, b, c), (d, e, f) et (X,Y, Z) sont linéairement dépendants dans

R3. Ceci se traduit par la condition d’Algèbre linéaire exprimée à l’aide du déterminant :∣∣∣∣∣∣∣
X Y Z

a b c

d e f

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

ce qui s’écrit au long comme

(bf − ce)X + (cd− af)Y + (ae− bd)Z = 0.

Ceci permet également de donner un caractérisation algébrique de la co-linéarité : [a, b, c], [d, e, f ]

et [g, h, i] sont sur une même droite projective de RP2 s’ils satisfont la condition∣∣∣∣∣∣∣
a b c

d e f

g h i

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

5. Transformations projectives

Commençons par une remarque d’Algèbre linéaire : Si T : V → W est une application

linéaire entre espaces vectoriels, satisfaisant kerT = 0, et que U ⊆ V est un sous-espace

vectoriel, alors le sous-espace T (U) deW satisfait la condition dimT (U) = dimU . En effet,

il s’agit d’une application facile de la formule du rang. Dans le cas particulier où dimU = 1

et V = R3 =W , la condition kerT = 0 nous permet de définir une application induite

τ : RP2 → RP2
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en posant τ([u]) = [T (u)]. Pour montrer que cette application induite est bien définie,

on doit vérifier que la formule ne dépend pas du représentant u choisi dans la définition

ci-dessus. Soit donc u′ ∈ [u] un autre représentant, on a alors u′ = λu par définition de

classe projective et donc on obtient

τ([u′]) = [T (u′)] = [T (λu)] = [λT (u)] = [T (u)] = τ([u]),

tel que voulu.

Il est à noter que la condition kerT = 0 est essentielle pour obtenir une application induite

bien définie de RP2 vers lui-même : si kerT contient un vecteur non-nul w0, alors [w0] est

un élément de RP2 mais [T (w0)] n’est pas un élément de RP2 puisque T (w0) est le vecteur

nul de R3.

Proposition 5.1. Une transformation projective τ : RP2 → RP2 envoie une droite

projective sur une droite projective dans RP2.

Démonstration. Soit L une droite projective de RP2, c’est-à-dire que L = P (U) pour

un certain sous-espace vectoriel de dimension 2 dans R3. Comme τ est une transformation

projective, elle provient d’une transformation linéaire inversible T : R3 → R3. Mais alors

T (U) est également un sous-espace vectoriel de dimension 2 dans R3, ce qui veut dire que

l’image de L sous τ , qui est donnée par [T (U)], est bien une droite projective de RP2.

□

Etablissons le lien entre les transformations projectives et les transformations affines.

Plus précisemment, nous montrons que l’on peut interpréter les transformations affines

comme un type particulier de transformations projectives : celles qui envoient la droite à

l’infini sur elle-même. Par simplicité prenons comme plan affine le plan P de R3 donné par

Z = 1. Pour qu’une transformation projective τ préserve P, il faut que la transformation

linéaire T : R3 → R3 dont elle provient envoie la coordonnée Z = 1 sur la coordonnée

Z = 1. La matrice 3× 3 désirée est donc de la forme∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
0 0 1

 .

Rappelons qu’une transformation affine de R2 est donnée par une expression de la forme

φ(x, y) =

(
a b

c d

)(
x

y

)
+

(
e

f

)
.
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Donc si l’on pose pour matrice représentant T la matrice suivante :a b e

c d f

0 0 1

 .

on constate que sous l’identification des coordonnées affines

x =
X

Z
, y =

Y

Z

à partir des coordonnées homogènes [X,Y, Z], on a que la restriction de T au plan Z = 1

est exactement l’application affine φ.

Proposition 5.2. Une transformation projective τ : RP2 → RP2 est l’extension à RP2

d’une transformation affine φ : R2 → R2 si et seulement si elle envoie la droite à l’infini

sur elle-même.

Démonstration. Comme ci-dessus, le plan R2 est vu comme le plan affine Z = 1 de

R3, ce qui signifie que la droite à l’infini dans RP2 correspondant à ce plan est donnée

par la condition Z = 0. Si la transformation projective τ se resteint à une transformation

affine, on a vu précédemment qu’elle provient d’une transformation linéaire T : R3 → R3

donnée par la matrice a b e

c d f

0 0 1

 .

Mais cette matrice envoie un élément du plan Z = 0 (c’est-à-dire un vecteur de la forme

(X,Y, 0)) sur un autre élément du plan Z = 0 (le vecteur (aX + bY, cX + dY, 0)), donc la

droite à l’infini est bien invariante sous τ .

De manière réciproque, si la transformation τ envoie la droite à l’infini sur elle-même, sa

transformation linéaire associée T : R3 → R3 envoie le plan Z = 0 sur le plan Z = 0. Elle

doit donc être de la forme ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
0 0 1


et elle agit ainsi comme transformation affine sur le plan Z = 1 tel que voulu. □
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6. Les coniques projectives

Dans le chapitre sur la Géométrie affine, nous avons brièvement étudié les coniques

dans R2, ensemble de solutions C de l’équation

ax2 + 2bxy + cy2 + 2ex+ 2fy + g = 0. (†)

Dans ce chapitre nous allons voir ces coniques affines comme vivant dans le plan Z = 1 de

R3 et exploiter la décomposition RP2 = R2∪RP1. Rappelons que sous cette décomposition

on écrit pour Z ̸= 0 un point de RP2 comme

[X,Y, Z] = [X/Z, Y/Z, 1] = [x, y, 1]

où les coordonnées affines sont données par x = X/Z et y = Y/Z. L’équation (†) de la

conique affine devient alors

a(X/Z)2 + 2b(X/Z)(Y/Z) + c(Y/Z)2 + 2e(X/Z) + 2f(Y/Z) + g = 0.

Lorsque Z ̸= 0 cette équation est équivalente à

aX2 + 2bXY + cY 2 + 2eXZ + 2fY Z + gZ2 = 0. (††)

Il est utile de remarquer qu’il y a une différence essentielle entre les équations (†) et (††) :
la première n’est pas définie lorsque Z = 0, alors que la seconde l’est. Par ailleurs notons

que cette équation (††) est homogène au sens où, si un triplet (X,Y, Z) satisfait l’équation,

alors le triplet (λX, λY, λZ) satisfait également l’équation. On dit que l’équation (††) est

l’homogénéisation de l’équation (†).

Nous pouvons alors considérer l’objet suivant dans RP2 :

Ĉ = {[X,Y, Z] ∈ RP2 | aX2 + 2bXY + cY 2 + 2eXZ + 2fY Z + gZ2 = 0}.

Nous appelons ceci une conique projective. Remarquons que pour Z = 1, nous retombons

sur l’équation (†) qui définissait la conique affine C, donc on peut voir cette conique C
comme incluse dans Ĉ. Mais Ĉ contient plus : lorsque Z = 0, l’équation (††) se réduit à

aX2 + 2bXY + cY 2 = 0.

Si l’on voit cette équation comme un polynôme de degré 2 en X à coefficients impliquant

la variable Y on a

aX2 + (2bY )X + (cY 2) = 0
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dont le discriminant est 4Y 2(b2−ac). Si le discriminant est négatif, il n’y a pas de solution

et donc aucun point à l’infini pour Ĉ. Si le discriminant est égal à 0, on obtient le point

[−b, a, 0] comme unique point à l’infini de Ĉ. Finalement si ce discriminant est strictement

positif, on obtient deux points [−b±
√
b2 − ac, a, 0] à l’infini pour Ĉ.

Exemple 6.1. Considérons l’hyperbole standard du plan xy − 1 = 0. On obtient son

équation homogène en posant x = X/Z et y = Y/Z, ce qui donne

(X/Z)(Y/Z)− 1 = 0

ou encore XY −Z2 = 0 et les points à l’infini (Z = 0) sont donnés par la condition XY = 0.

On obtient alors les points [1, 0, 0] et [0, 1, 0] comme points à l’infini de l’hyperbole. Notons

que cet exemple a déjà été rencontré à la Figure 12.

Pour conclure cette section, donnons un aperçu de la classification projective des co-

niques. On se souvient que dans le cas des coniques affines cette classification est résumée

par deux invariants ∆ et δ. Le premier déterminait si la conique affine est irréductible

(∆ ̸= 0), Dans le cas d’une conique projective, ceci ne change essentiellement pas : si Ĉ est

une conique projective (c’est-à-dire le lieu d’annulation d’une équation homogène de degré

2 en X,Y et Z) n’ayant pas de composante à l’infini 1, sa restriction au plan affine Z = 1

donne une conique affine pour laquelle ∆ sera nul ou non, réductible ou irréductible, et Ĉ
ne différera de C que par l’ajout de points à l’infini.

Dans le cas affine, l’invariant δ déterminait si ume conique (irréductible) est une ellipse

(δ > 0), une hyperbole (δ < 0) ou une parabole (δ = 0). Dans le cas de la classification

projective, cette distinction n’existe plus. Avant de donner l’argument général, donnons un

exemple simple pour fixer les idées :

Considérons la parabole y = x2 et le cercle x2 + y2 = 1. Ces deux coniques ne sont pas

équivalentes par une transformation affine dans R2, mais elles définissent des coniques

projectives Y Z−X2 = 0 et X2+Y 2−Z2 = 0 dans RP2 pour lesquelles nous allons trouver

une transformation projective envoyant l’une sur l’autre. Considérons le changement de

variables 
X̃ = X

Ỹ = 1
2(Y − Z)

Z̃ = 1
2(Y + Z)

1. Le polynôme définissant Ĉ n’a pas Z comme facteur.
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ce qui correspond à la transformation projective τ : RP2 → RP2 définie par la matrice1 0 0

0 1
2 −1

2

0 1
2

1
2

 .

On a alors 
X = X̃

Y = Ỹ + Z̃

Z = Z̃ − Ỹ

et l’équation Y Z−X2 = 0 est transformée par τ en (Ỹ + Z̃)(Z̃− Ỹ )− X̃2 = 0, ce qui peut

être réécrit comme X̃2 + Ỹ 2 − Z̃2 = 0 comme voulu.

Considérons maintenant une conique projective irréductible quelconque Ĉ donnée par

l’équation

aX2 + 2bXY + cY 2 + 2eXZ + 2fY Z + gZ2 = 0.

Ceci peut s’écrire sous forme matricielle comme

(
X Y Z

)a b e

b c f

e f g


XY
Z

 = 0.

Cette matrice symétrique 3× 3 est orthogonalement diagonalisable dans R3, ce qui signifie

qu’il existe une transformation projective τ : RP2 → RP2 telle que τ(Ĉ) ait pour équation

λ1X
2 + λ2Y

2 + λ3Z
2 = 0.

Comme Ĉ est irréductible on sait que tous les λi (1 ≤ i ≤ 3) sont non-nuls. Il y a alors, à

permutation des variables X,Y et Z près, deux cas à considérer séparément selon le signe

des λi (1 ≤ i ≤ 3) :

(1) λ1, λ2, λ3 > 0 : une nouvelle transformation projective permet de se ramener à

l’équation X2 + Y 2 + Z2 = 0 qui n’a pas de solution dans RP2.

(2) λ1, λ2 > 0 et λ3 < 0 : une nouvelle transformation projective permet de se ramener

à la conique d’équation X2 + Y 2 − Z2 = 0.

Autrement dit, nous venons de montrer que toute conique irréductible non-vide de RP2 est

projectivement équivalente à la conique d’équation X2 + Y 2 − Z2 = 0
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7. Perspectives affines : interlude

L’origine de la Géométrie projective remonte très certainement jusqu’à Pappus d’Alexan-

drie (IVème siècle), mais c’est surtout au XVIème siècle que le sujet se développe tant en

mathématiques que dans les arts. La peinture et l’architecture présentent toutes deux le

défi de dessiner sur un objet plan (la feuille de dessin ou le canevas d’un tableau) des

figures existant en trois dimensions. La notion de perspective en peinture est une amorce

de solution pratique à ce problème et il faut bien avouer qu’il est admirable de constater

que l’on puisse“voir” sur une toile quels objets sont au devant ou vers l’arrière, alors que

le canevas plat.

Une façon très imagée de se représenter le monde projectif est de considérer l’origine

dans R3 comme un oeil ayant la capacité de regarder dans toutes les directions possibles.

Parce que la vue émerge d’un unique point, il est impossible à cet oeil observateur de

distinguer deux points qui sont alignés avec l’origine et, en fait, tous les points sur cette

droite sont perçus comme égaux.

Une figure projective (c’est-à-dire un ensemble de points dans RP2) peut être appréhendée

de diverses façons dans un cadre affine. En effet en choisissant différents plans affines P
dans R3, l’intersection entre la figure projective et le plan P donne une figure affine. Il

est intuitivement clair que différents plans donneront des figures affines fort différentes

en général. Ceci ouvre la possibilité de construire des objets qui ne sont pas équivalents

en géométrie affine, mais qui le sont en géométrie projective : un exemple de ceci est la

classification des courbes coniques, beaucoup plus simple et élégante dans le monde projectif

que le monde affine.

8. Interprétation géométrique des transformations projectives

Soit τ : RP2 → RP2 une transformation projective donnée par [v] 7→ [Tv] pour une

certaine transformation linéaire inversible T : R3 → R3. Si P est un plan de R3 ne passant

pas par l’origine O, on a que T (P) est également un plan ne passant pas par l’origine.

Pour chaque v ∈ P, on a Tv ∈ T (P). Si la droite de R3 définie par Tv n’est pas parallèle

à P, on a alors un point v′ dans l’intersection entre le plan P et la droite définie par Tv.

Autrement dit, on a un représentant de [Tv] dans le plan P. Par ce processus, une trans-

formation projective envoie des figures de P sur des figures de P.
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Figure 13. Changement de perspective

Il peut arriver que l’application T envoie P sur T (P) de façon isométrique, c’est-à-dire

que les distances sont préservées : ||Tu − Tv|| = ||u − v||. Dans la construction ci-dessus,

les distances ne sont alors modifiées que par la perspective différente entre P et T (P). La
notion est assez importante pour lui donner un nom :

Définition 8.1. On dit que τ : RP2 → RP2 est un changement de perspective s’il existe

deux plans de R3, P et P̃, tels que la transformation linéaire associée T envoie P sur P̃
de façon isométrique.

En translatant les plans P et P̃ à l’origine, on les appelera respectivement P0 et P̃0,
on peut donner une caractérisation simple en termes matriciels de ces changements de

perspective. En prenant une base de R3 composée de vecteurs orthonormés u0, v0 ∈ P0 et

d’un troisième vecteur w0 ∈ R3, ainsi qu’une autre base de R3 {u′0, v′0, Tw0} où les deux

premiers vecteurs sont orthonormés et dans dans P̃0. Par rapport à ces deux bases de R3,

la matrice représentant T est alors de la formea b 0

c d 0

0 0 1

 ,

où la sous-matrice 2× 2 en haut à gauche est un élément de O(2).

Théorème 4. (Théorème de perspective)

Toute transformation projective τ : RP2 → RP2 peut être exprimée comme composition

d’au plus trois changements de perspective.

Démonstration. On se souvient qu’une transformation linéaire T : R3 → R3 est

complètement caractérisée par son effet sur une base de R3. Dénotons la base canonique de
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R3 par {i, j,k}. Soit donc τ une transformation projective, avec transformation linéaire as-

sociée T qui sera représentée par rapport à la base canonique par une matrice A. Définissons

les trois applications linéaires suivantes A1, A2 et A3 à partir de leur effet sur des bases de

R3 :

A1 :

 i

j

k

 7→
Aij′
k′


où j′ = Aj/||Aj|| et k′ est un vecteur unitaire orthogonal à Aj dans le plan engendré par

{Aj, Ak},

A2 :

Aij′
k′

 7→
Ai

j′

Ak


et finalement

A3 :

Ai

j′

Ak

 7→
Ai

Aj

Ak

 .

La composition A3 ◦ A2 ◦ A1 a le même effet que A sur la base {i, j,k}, donc on a A =

A3 ◦ A2 ◦ A1. Pour finir la preuve on doit vérifier que A1, A2 et A3 sont des changements

de perspective. Ceci est clair puisque A1 envoie le plan engendré par {j,k} sur le plan

engendré par {Aj, Ak} de manière isométrique ; A2 fixe le plan engendré par {Ai, j′} et y
est donc une isométrie ; A3 fixe quant à elle le plan engendré par {Ai, Ak}, ce qui donne

bien le résultat. □

9. Théorème fondamental et quelques conséquences

On se souvient qu’en Géométrie affine il y a un résultat appelé théorème fondamental,

qui dit que trois points non-alignés peuvent être envoyés sur trois autres points non-alignés

dans R2 par une unique transformation affine. Il y a un résultat analogue en géométrie

projective, mais son énoncé est légèrement différent pour avoir l’unicité : on a besoin de

quatre points au lieu de trois ainsi que de la notion de position générale plutôt que celle

de non-alignement.

On dit que quatre points de RP2 sont en position générale si chaque sous-ensemble

de trois éléments est constitué de points non-alignés dans RP2. Autrement dit, pour ces
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triplets de points de RP2, des représentants vectoriels quelconques dans R3 ne seront pas

contenus dans un même plan et forment donc une base de R3.

Théorème 5. (Théorème fondamental de la géométrie projective)

Si X1, X2, X3, X4 sont en position générale dans RP2 et que Y1, Y2, Y3, Y4 sont également en

position générale dans RP2, alors il existe une unique transformation projective τ : RP2 →
RP2 telle que

τ(Xi) = Yi (1 ≤ i ≤ 4).

Démonstration. Soient v1, v2, v3, v4 ∈ R3−{O} représentant respectivementX1, X2, X3,

et X4. Par la condition de position générale, on sait que {v1, v2, v3} forment une base de

R3, donc on peut écrire

v4 =

3∑
i=1

λivi,

pour certains réels λ1, λ2 et λ3. On sait de plus que tous les λi sont non-nuls : autrement

l’équation ci-dessus donnerait une relation linéaire entre trois vecteurs ou moins, ce qui

contredirait l’hypothèse de position générale des points X1, ..., X4.

On a donc que chaque λivi (1 ≤ i ≤ 3) est un représentant de Xi et l’on aurait pu choisir

de manière unique trois autres représentants vi de Xi(1 ≤ i ≤ 3) afin que l’on aie

v4 =
3∑

i=1

vi,

On fait exactement la même chose pour Y1, Y2, Y3, Y4 ∈ RP2 avec des représentants w1, w2, w3

et w4 dans R3 pour lesquels on obtient l’expression

w4 =

3∑
i=1

wi,

Puisque {v1, v2, v3} et {w1, w2, w3} sont des bases de R3, on sait qu’il existe une unique

transformation linéaire T : R3 → R3 telle que

T (vi) = wi (1 ≤ i ≤ 3).

De plus on a alors que

T (v4) = T
( 3∑
i=1

vi
)
=

3∑
i=1

T (vi) =
3∑

i=1

wi = w4,
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donc T induit bien une transformation projective τ : RP2 → RP2 telle que

τ(Xi) = Yi (1 ≤ i ≤ 4).

Montrons l’unicité de τ . Si T ′ : R3 → R3 définit τ ′ : RP2 → RP2 avec les mêmes propriétés,

on a alors T ′vi = αiwi (1 ≤ i ≤ 4) pour certains α1, ..., α4 ∈ R. Il s’en suit que

α4w4 = T ′v4 = T ′( 3∑
i=1

vi
)

=
3∑

i=1

T ′vi

=

3∑
i=1

αiwi.

Mais comme on avait déjà l’expression

w4 =
3∑

i=1

wi

on doit avoir par unicité d’écriture d’un vecteur dans la base {w1, w2, w3} que
αi

α4
= 1 (1 ≤ i ≤ 3).

Ceci implique la relation

T ′vi = α4Tvi (1 ≤ i ≤ 3),

si bien que T ′ et T ne diffèrent que par un scalaire non-nul α4 ∈ R et l’on a donc bien

τ ′ = τ tel que voulu. □

Théorème 9.1. (Théorème de Desargues)

Soient A,B,C,A′, B′, C ′ des points distincts de RP2 tels que les droites AA′, BB′ et CC ′

soient distinctes et concourantes en un point P . Alors les points AB ∩ A′B′, BC ∩ B′C ′

et CA ∩ C ′A′ sont alignés.

Démonstration. On montre le résultat en trouvant des représentants vectoriels dans

R3 qui sont coplanaires. Supposons dans un premier temps que P est distinct des six points

considérés. Comme P,A,A′ sont distincts et sur la même droite projective, l’on peut alors

choisir des représentants vectoriels p, a et a′ tels que l’on aie p = a + a′. Pour les mêmes

raisons, on a des représentants vectoriels b, b′ pour B,B′ et c, c′ pour C,C ′ satisfaisant

p = b+ b′ et p = c+ c′. En utilisant ces trois expressions pour p, on obtient
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Figure 14. Théorème de Desargues

a− b = b′ − a′ = c′′

b− c = c′ − b′ = a′′

c− a = a′ − c′ = b′′.

Par construction c′′ est un représentant vectoriel de AB ∩ A′B′, alors que a′′ est un

représentant de BC ∩ B′C ′ et, finalement, b′′ est représentant vectoriel de CA ∩ C ′A′.

On constate alors que l’on a

c′′ + a′′ + b′′ = (a− b) + (b− c) + (c− a) = 0,

ce qui indique que ces trois vecteurs de R3 sont coplanaires et donc le résultat est démontré.

Les cas où P n’est pas distinct des six autres points est facile. Supposons que P = A (les

autres cas se traitent de la même façon). On aura alors que AB ∩ A′B′ = B′ ainsi que

CA ∩ C ′A′ = C ′. Mais alors BC ∩ B′C ′ étant par définition sur la droite B′C ′, on a bien

la conclusion désirée. □

Théorème 9.2. (Théorème de Pappus)

Soient A,B,C et A′, B′, C ′ deux triplets de points chacun sur une droite. Alors les points

BC ′ ∩B′C, CA′ ∩ C ′A et AB′ ∩A′B sont alignés.

Démonstration. Les notions intervenant dans l’énoncé de ce résultat sont préservées

par les transformations projectives, alors on pourra démontrer un cas particulier pour

obtenir le théorème sous sa forme générale. On commence par supposer que A,B,C ′ et B′
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Figure 15. Théorème de Pappus

sont en position générale. Par le théorème fondamental de la géométrie projective, on peut

alors supposer que

A = [1, 0, 0], B = [0, 1, 0], C ′ = [0, 0, 1], B′ = [1, 1, 1].

La droite projective AB est alors définie par le sous-espace

{(x0, x1, x2) ∈ R3 − {O} | x2 = 0}.

Comme A,B,C sont alignés on a donc C = [1, c, 0], avec c ̸= 0 car A ̸= C.

De même la droite projective B′C ′ est définie par

{(x0, x1, x2) ∈ R3 − {O} | x0 = x1}

et alors on a A′ = [1, 1, a] avec a ̸= 1.

Par ailleurs la droite projective BC ′ est définie par

{(x0, x1, x2) ∈ R3 − {O} | x0 = 0}

alors que B′C est engendrée par (1, 1, 1) et (1, c, 0). Donc BC ′ ∩ B′C est représenté par

une combinaison linéaire de (1, 1, 1) et (1, c, 0) telle que x0 = 0 :

(0, 1− c, 1) = (1, 1, 1)− (1, c, 0).

Quant à elle, la droite C ′A est donnée par x1 = 0 et alors CA′ ∩ C ′A sera représenté par

(1− c, 0,−ca) = (1, c, 0)− c(1, 1, a).
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Finalement AB′ est obtenue à partir de l’équation x1 = x2, si bien que AB′ ∩ A′B est

représenté par

(1, a, a) = (1, 1, a) + (a− 1)(0, 1, 0).

Tout ceci implique :

(c− 1)(1, a, a) + (1− c, 0,−ca) + a(0, 1− c, 1) = 0.

Les trois vecteurs représentants les intersections engendrent ainsi un sous-espace de dimen-

sion 2 et donc les trois points de RP2 sont alignés.

Dans le cas où les points A,B,B′ et C ′ ne seraient pas en position générale, par exemple si

C ′ est sur la droite AB, on obtient que deux points parmi les trois intersections de l’énoncé

sont égaux : si C ′ est sur AB, alors AC ′∩A′C = {C} = BC ′∩B′C et l’énoncé du Théorème

de Pappus est trivialement satisfait. □

10. Le birapport

On se souvient qu’en Géométrie affine, le rapport simple de trois points alignés est

préservé sous une transformation affine. Il est facile de voir que ce rapport simple n’est

pas un invariant projectif. Nous introduisons dans cette section la notion de birapport ou

encore rapport anharmonique qui, elle, sera invariante sous transformations projectives.

Soient A,B,C,D des points sur une même droite projective de RP2, c’est-à-dire qu’ils sont

colinéaires dans RP2. Soient alors

A = [a] B = [b] C = [c] D = [d]

où a, b, c, d ∈ R3 − {O}. Par colinéarité des points dans RP2 on peut écrire

c = αa+ βb d = γa+ δb.

Définition 10.1. On appelle birapport de l’ensemble ordonné {A,B,C,D} la quantité

(ABCD) =
β/α

δ/γ
.

Pour vérifier que ceci est bien un invariant projectif, il y a deux choses à montrer : d’une

part que (ABCD) est bien défini (i.e. ne dépend pas des représentants vectoriels choisis

dans la définition) et que, si τ : RP2 → RP2 est une transformation projective, alors on a

(τ(A)τ(B)τ(C)τ(D)) = (ABCD).
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On laisse la première affirmation en exercice pour se concentrer sur la seconde. Premièrement

remarquons que {A,B,C,D} étant alignés, on aura également que {τ(A), τ(B), τ(C), τ(D)}
sont alignés. Soit τ([u]) = [Au] et prenons A = [a], B = [b], C = [c], D = [d]. Alors on a

τ(A) = [Aa] = [a′]

τ(B) = [Ab] = [b′]

τ(C) = [Ac] = [c′]

τ(D) = [Ad] = [d′].

En utilisant c = αa+ βb et d = γa+ δb on obtient

c′ = A(αa+ βb) = αa′ + βb′

d′ = A(γa+ δb) = γa′ + δb′

si bien que l’on obtient

(τ(A)τ(B)τ(C)τ(D)) =
β/α

δ/γ
= (ABCD)

tel que voulu.

Considérons la construction géométrique suivante. Soient deux droites projectives L et

L′ contenant respectivement le quatuor de points {A,B,C,D} et le quatuor {A′, B′, C ′, D′}
tels que les quatre droites projectives AA′, BB′, CC ′, DD′ soient concourantes en un point

U ∈ RP2. Autrement dit, on peut voir les quatuor {A′, B′, C ′, D′} comme étant obtenu à

partir d’une projection centrale de centre U dans RP2. On a alors

Théorème 10.2. La projection centrale dans RP2 préserve le birapport.

Démonstration. Par le TFGP, soit τ : RP2 → RP2 telle que

{B,C,B′, C ′} 7→ {B′, C ′, B,C}.

Observation 1 : τ2 fixe les points B,C,B′, C ′ (évident à partir de la définition de τ). On a

donc que τ2 est l’identité et ainsi τ−1 = τ .

Observation 2 : τ fixe le point U . En effet on a U = BB′∩CC ′ et τ(BB′) = B′B, τ(CC ′) =

C ′C si bien que τ(U) ∈ BB′ ∩ CC ′ = {U}.
Observation 3 : Si on pose T = BC ∩ B′C ′, alors τ(T ) = T . En effet, on a τ(BC) = B′C ′

et τ(B′C ′) = BC, donc τ(T ) ∈ B′C ′ ∩BC = {T}.
Observation 4 : τ(A) = A′ et τ(D) = D′. L’argument est le même dans les deux cas, alors
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nous ne faisons que le premier. Supposons que τ(A) = X avec X ̸= A′. Remarquons que

X ne peut pas être aligné avec A et U , car U ∈ AA′, X ∈ A′B′, AA′ ∩ A′B′ = {A′} et

X ̸= A′. Soient R = AX ∩BB′ et S = AX ∩ CC ′. Comme τ(AX) = XA, τ(BB′) = B′B

et τ(CC ′) = C ′C, on doit forcément avoir τ(R) = R et τ(S) = S. Mais alors τ fixerait

les quatre points {U, T,R, S}, qui sont en position générale par construction, si bien que

l’on aurait τ transformation identité, une contradiction. On a donc bien τ(A) = A′ et de

même τ(D) = D′. L’invariance du birapport sous transformation projective permet alors

de conclure que (A′B′C ′D′) = (ABCD) tel que voulu. □

Un autre résultat qui est utile pour caractériser la position d’un point sur une droite

projective en utilisant le birapport :

Théorème 10.3. Soient A,B,C,X, Y des points colinéaires satisfaisant la relation

(ABCX) = (ABCY ). Alors on a forcément X = Y .

Démonstration. Il s’agit d’un calcul simple en utilisant des représentants vectoriels

pour les points (voir TP). □

Nous pouvons alors donner une réciproque partielle à l’avant-dernier théorème :

Théorème 10.4. Soient {A,B,C,D} et {A,E, F,G} sur deux droites distinctes de

RP2et tels que (ABCD) = (AEFG). Alors les droites BE,CF et DG sont concourantes.

Démonstration. Posons L1 la droite contenant A,B,C et D et L2 celle contenant

A,E, F et G. Soit P le point d’intersection entre BE et CF et soit X le point d’intersection

entre PG et L1. Alors par construction A,B,C,X et A,E, F,G sont liés par une projection

centrale de centre P , si bien que l’on a (ABCX) = (AEFG). L’hypothèse voulant que

(ABCD) = (AEFG) donne alors (ABCD) = (ABCX), ce qui permet de dire que X = D

en vertu du dernier théorème. On a alors que A,B,C,D et A,E, F,G sont reliés par une

projection centrale de centre P et, donc, en particulier, les droites BE,CF et DG sont

concourantes. □

Ce résultat donne, par ailleurs, une autre approche de preuve pour le Théorème de Pappus,

ceci sera fait en TP.



Chapitre 3

Géométrie inversive

1. Construction de base

On appelle inversion du plan R2 par rapport à un cercle de centre O et de rayon r

l’application

t : R2 − {O} → R2 − {O}

donnée par t(A) = A′, où A′ est l’unique point sur la droite OA du même côté que A par

rapport à O et tel que

OA ·OA′ = r2.

L’équation ci-dessus explique pourquoi l’on exclut O du domaine de définition de l’appli-

cation t et de son image.

Figure 16. Inversion le long de C

Faisons quelques observations à propos de l’application t. Elle a la propriété que t2 = t ◦ t
est la transformation identité de R2 − {O}, donc t est bijective et possède comme inverse

t−1 = t. Par ailleurs, si on appelle D la région intérieure au cercle C dans R2, alors on

a t(D) ⊂ R2 − D et t(R2 − D) ⊂ D. Ceci a pour conséquence immédiate que la notion

d’inversion est différente de celle de transformation affine du plan R2 : un droite L située

à l’extérieur de D sera envoyée sur t(L) à l’intérieur de D et ne peut donc pas être une

59
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droite (D est borné et aucune droite de R2 n’est bornée !), alors qu’on se rappelle que la

notion de droite est préservée par une transformation affine.

On se souvient que les réflexions axiales rencontrées en géométrie affine satisfaisaient

des propriétés similaires. On verra plus tard le lien précis, mais voici un raisonnement

intuitif portant à croire que ce lien n’est pas le fruit du hasard : Soit A′ inverse d’un point

A et posons N = AA′ ∩ C. Dénotons par ℓ la tangente à C en N . On a par construction

que ℓ ⊥ AA′. Si l’on décompose les distances comme

OA′ = r +A′N et OA = r −AN

alors la condition d’inversion donnant A′ à partir de A s’exprime comme

(r +A′N)(r −AN) = r2

et en réarrangeant cette dernière équation on constate que

A′N =
r ·AN
r −AN

=
AN

1− AN
r

.

En fixant A et N et en prenant des cercles de centre sur la droite AA′ et de rayon r de

plus en plus grand, on se rend compte que la distance A′N tend vers la distance AN . Mais

la réflexion d’axe ℓ dans R2 apparâıt alors comme un cas limite d’une suite d’inversions le

long de cercles de plus en plus grands pour les points situés sur la droite OA.

2. Construction géométrique de l’inverse d’un point

Soit A à l’extérieur de C et appelons P et Q les deux points de C donnant les deux

tangentes à C passant par A.

Affirmation : L’inverse de A est exprimable comme A′ = OA ∩ PQ.

La preuve fait intervenir un peu de géométrie élémentaire. Posons X = OA ∩ PQ et

considérons les deux triangles suivants : OAP et OPX. Ces deux triangles partagent un

angle commun (l’angle en O) et par la géométrie élémentaire du cercle on sait que le premier

a un angle droit en P alors que le second a un angle droit en X. La somme des angles

intérieurs à un triangle étant égale à π, on en déduit que l’angle en A de OAP est le même

que l’angle en P de OPX et donc les deux triangles sont similaires. Ceci implique qu’ils
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Figure 17. Réflexion comme cas limite d’inversion

diffèrent par une homothétie. En particulier, on aura

OX

OP
=
OP

OA
,

et donc OA · OX = (OP )2 = r2, ce qui donne bien que X = A′ l’inverse de A sous une

inversion le long de C.

3. Formulation algébrique et image de droites et cercles

Commençons par décrire en coordonnées cartésiennes l’inversion d’un point (a, b) le

long du cercle unité (centre (0, 0) et rayon r = 1). Si l’on pose

t(a, b) =
( a

a2 + b2
,

b

a2 + b2
)

on constate que le point obtenu à partir de A = (a, b) est bel et bien l’unique point

A′ = t(a, b) sur la droite OA tel que OA · OA′ = 1, donc on a une expression algébrique

donnant explicitement l’effet d’une inversion le long du cercle unité pour un point (a, b)

quelconque dans le plan R2.
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Figure 18. Construction géométrique de l’inverse de A

Etant donné que t2 est l’identité, si l’on pose t(x, y) = (x′, y′), on trouve que

(x, y) =
( x′

(x′)2 + (y′)2
,

y′

(x′)2 + (y′)2
)
.

Ceci permet de faire l’observation suivante : si f(x, y) = 0 est l’équation algébrique d’une

courbe H de R2, alors la courbe image sous l’inversion, t(H), aura pour équation

f
( x′

(x′)2 + (y′)2
,

y′

(x′)2 + (y′)2
)
= 0.

Par souci de concision, on omettra de toujours écrire le symbole “ ′ ” pour les variables

dans l’écriture algébrique de la courbe t(H).

Puisque l’on travaille dans R2−{O} plutôt que dans R2, il sera utile de considérer des

objets dits épointés : lorsqu’un cercle ou une droite passe par le centre O de l’inversion t,

on retire ce point O et on appelle le résultat un cercle épointé en O ou une droite épointée

en O selon le cas.

Théorème 3.1. Soit t : R2−{O} → R2−{O} l’inversion le long du cercle unité. Alors

(1) t(L) est un cercle épointé en O pour toute droite L ne passant pas par O.

(2) t(L) = L pour toute droite épointée en O.

Démonstration. La seconde partie découle immédiatement de la définition d’une

inversion : comme la droite L passe par O par hypothèse, un point A ∈ L est alors envoyé



3. FORMULATION ALGÉBRIQUE ET IMAGE DE DROITES ET CERCLES 63

sur A′ = t(A) également sur L, donc on a bien que t(L) = L.
Pour la première affirmation, considérons l’équation décrivant une droite L ne passant pas

par O : ax+ by + c = 0 (c ̸= 0). L’équation de t(L) est alors donnée par

ax

x2 + y2
+

by

x2 + y2
+ c = 0.

Ceci peut être écrit comme

x2 + y2 +
ax+ by

c
= 0

et l’on reconnait là l’équation d’un cercle passant par O :

(
x+

a

2c

)2
+
(
y +

b

2c

)2
=

1

4
(
a2 + b2

c2
).

□

Théorème 3.2. Soit t : R2−{O} → R2−{O} l’inversion le long du cercle unité. Alors

(1) t(C) est un cercle pour tout cercle C ne passant pas par O.

(2) t(C) est une droite ne passant pas par O pour tout cercle épointé en O.

Démonstration. L’équation du cercle C est de la forme (x−a)2+(y− b)2 = r2. Ceci

peut être écrit sous la forme

x2 + y2 − 2ax− 2by + c = 0

où c = a2 + b2 − r2. En appliquant l’inversion t on obtient( x

x2 + y2
)2

+
( y

x2 + y2
)2 − 2a

x

x2 + y2
− 2b

y

x2 + y2
+ c = 0

⇐⇒ 1

x2 + y2
− 2a

x

x2 + y2
− 2b

y

x2 + y2
+ c = 0

⇐⇒ 1− 2ax− 2by + c(x2 + y2) = 0.

Si c ̸= 0 (ce qui est la condition pour que C ne passe pas par O) ceci décrit bien un cercle

dans R2. Si c = 0 on a plutôt l’équation d’une droite ne passant pas par O tel que désiré.

Notons que (2) d’ecoule également directement de la partie (1) du théorème précédent

puisque t−1 = t. □
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Figure 19. Résumé de l’effet d’une inversion

4. Inversions et la notion d’angle

En Géométrie élémentaire, étant donné deux droites L1 et L2 de R2, l’angle entre les

deux droites est une quantité α ∈ [0, π/2]. Si on veut raffiner cette notion, il y a deux

définitions possibles pour l’angle orienté de L1 à L2 : l’angle direct, sens trigonométrique,

ou alors l’angle dans le sens horaire. Lequel on choisit n’est pas vraiment important, mais il

faut le faire une fois pour toutes et ne pas faire intervenir les deux notions en même temps

au cours du chapitre !

Convention : On travaillera avec l’angle direct dans ces notes.

Ayant cette notion d’angle orienté entre deux droites, on peut définir l’angle orienté entre

deux courbes quelconques pourvu qu’elles possèdent chacune une tangente en un point

d’intersection. Si p ∈ C1 ∩ C2 est un point d’intersection, alors l’angle orienté de C1 à C2 au

point p est défini comme étant l’angle orienté entre la tangente à C1 et la tangente à C2 en

p. La seule différence avec le cas des droites est que l’on peut avoir plus d’une intersection

et donc il importe de bien spécifier le point où l’on se situe.
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Lemme 4.1. Soit t : R2 − {O} → R2 − {O} une inversion le long d’un cercle centré en

O et L une droite ne passant pas par O. Alors le cercle pointé t(L) possède une tangente

en O parallèle à L.

Démonstration. Soit A l’unique droite perpendiculaire à L et qui passe par O. Par

symétrie du cercle unité et de la droite L par rapport à A, on sait que le cercle épointé t(L)
doit également être symétrique par rapport à A. Mais la tangente à t(L) au point O sera

alors elle aussi symétrique par rapport à A, donc perpendiculaire à A... et ainsi parallèle à

L ! □

Figure 20. Tangente à t(L) en O

Ce lemme est utile pour analyser comment se comporte l’angle entre deux droites sous une

inversion. On se souvient que l’angle entre deux vecteurs a été défini au Chapitre I à partir

du produit scalaire. Il s’agit d’une quantité orientée selon le sens trigonométrique et qui

est comprise entre −π/2 et π/2.

Proposition 4.2. Soit t : R2−{O} → R2−{O} une inversion le long d’un cercle centré

en O et L1, L2 deux droites ne passant pas par O d’angle orienté α en leur intersection.

Alors l’angle entre t(L1) et t(L2) en leur unique intersection dans R2−{O} est égal à −α.

Démonstration. Puisque t(L1) et t(L2) sont des cercles épointés en O on a que

t(L1) ∩ t(L2) = {O,A′}, où A′ = t(A) avec A = L1 ∩ L2. Par le lemme précédent, l’angle

en O entre t(L1) et t(L2) est le même que l’angle en A entre L1 et L2. Soit A l’axe défini
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par les deux centres de t(L1) et t(L2). Par symétrie d’un cercle par rapport à un diamètre

quelconque, la droite A est axe de symétrie simultané pour t(L1) et t(L2) et sous symétrie

le long de cet axe il faut donc que O corresponde à A′. A nouveau par symétrie par rapport

à l’axe A, les tangentes en O sont envoyées sur les tangentes à t(L1) et t(L2) en A′. Mais

une symétrie axiale renverse l’orientation dans R2 et cela conclut la preuve. □

Nous avons alors fait les pas les plus importants en route vers le résultat suivant :

Théorème 4.3. Une inversion t : R2−{O} → R2−{O} le long d’une cercle centré en

O préserve la taille mais renverse le signe de l’angle orienté entre deux courbes.

Démonstration. Nous avons couvert le cas de courbes dont les tangentes ne passent

pas par l’origine. Si les deux tangentes passent par l’origine, il n’y a pas d’intersection dans

R2−{O}, donc rien à montrer. Si une des droites passe par O, alors la droite est invariante

sous t et le lemme donne que l’angle en O pour t(L1) et t(L2) est le même que celui entre L1
et L2. L’argument donné dans la preuve précédente permet alors de conclure. Finalement

si les droites L1 et L2 sont parallèles, le lemme permet à nouveau de conclure. □

Figure 21. Effet de l’inversion sur l’angle
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5. Formulation dans C

Nous reformulons la notion d’inversion dans C. On se souvient qu’en tant qu’espace

vectoriel réel, l’espace

C = {x+ iy | x, y ∈ R}

est isomorphe à R2. En tant qu’espace vectoriel complexe il est de dimension 1. Nous ex-

ploiterons les opérations algébriques de base dans C pour donner une autre expression de

la notion d’inversion.

Commençons par l’inversion le long du cercle unité, dont nous avons vu l’expression

algébrique dans R2. Après identification entre R2 et C, on peut écrire

t(z) = t(x+ iy) =
x

x2 + y2
+ i

y

x2 + y2
=

x+ iy

x2 + y2
=

z

zz̄
=

1

z̄
.

On voit donc tout de suite que l’expression de l’inversion le long du cercle unité en utilisant

les nombres complexes est concise et fort élégante...

t(z) =
1

z̄
.

Nous comprenons également enfin le sens de la terminologie utilisée depuis le début du

chapitre : lorsque l’on restreint cette application aux réels il s’agit alors de l’inversion (au

sens usuel) z 7→ z−1.

Proposition 5.1. L’inversion dans C le long d’un cercle C de centre z0 et de rayon r

est donnée par

t(z) =
r2

z − z0
+ z0.

Démonstration. Etant donné ce qui a été fait pour l’inversion le long du cercle unité,

on peut exprimer l’inversion de centre z0 et de rayon r comme t = t3 ◦ t2 ◦ t1, où

(1) t1 est translation à l’origine et homothétie pour envoyer C sur le cercle unité.

(2) t2 est inversion le long du cercle unité.

(3) t3 est l’inverse de t1 qui envoie le cercle unité sur C.

Mais alors on a facilement que

t1(z) =
z − z0
r

t2(z) =
1

z̄
t3(z) = r · z + z0.

La composition t3 ◦ t2 ◦ t1 donne bien la formule recherchée. □
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6. Le plan complexe complété et la sphère de Riemann

De façon analogue à ce que l’on a fait lors du chapitre sur la Géométrie projective,

mais cette fois en utilisant C au lieu de R comme corps de base, on peut construire les

espaces projectifs complexes. Dans le contexte de la Géométrie inversive, on se contentera

de définir

CP1 = C2 − {(0, 0)} / C∗

espace projectif complexe de dimension 1. On a alors la décomposition

CP1 = {[z0, z1] | z0 ̸= 0} ∪ {[0, z1] | z1 ∈ C∗}

= {[1, z1
z0

] | z0 ̸= 0 , z1 ∈ C} ∪ {[0, 1]}

= C ∪ {point} = C ∪ {∞}.

On aura noté que la situation est très différente de celle obtenue lorsque l’on considérait

RP1 au chap̂ıtre précédent. Cette différence s’explique de la façon suivante : bien que R2

et C soient des espaces vectoriels isomorphes sur les réels, la multiplication scalaire dans

R2 pour la construction de RP1 était réelle, alors que celle utilisée sur C pour la définition

de CP1 est complexe. Ceci fait en sorte que dans RP1 on a une droite à l’infini, alors que

dans CP1 on a uniquement un point à l’infini.

La décomposition précédente justifie la terminologie suivante : CP1 est appelé le plan com-

plexe complété. Il faut toutefois signaler que le point ∞ joue un rôle spécial : ce n’est pas

un nombre complexe et on ne peut donc le traiter algébriquement.

Un autre modèle pour CP1 peut être donné à l’aide de R3. On identifie C avec le plan

{(x, y, z) ∈ R3 | z = 0} en utilisant l’application x+ iy 7→ (x, y, 0). Soit S2 la sphère unité

de R3 et N = (0, 0, 1) le pôle nord. Voici l’idée géométrique : par chaque point P ∈ C, il
passe une unique droite de R3 reliant P au point N . Cette droite intersecte S2 en N ainsi

qu’en un unique autre point P ′. Réciproquement, tout point de la sphère autre que N se

voit ainsi associé un point de C :

(1) hémisphère nord ←→ extérieur du cercle unité de C

(2) hémisphère sud ←→ intérieur du cercle unité de C

On note que sur l’équateur, les points sont associés à eux-mêmes, alors que le point 0 ∈ C
correspond au pôle sud S = (0, 0,−1). Par ailleurs, de manière intuitive, on se convainc
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aisément que des points près de N sont envoyés en des points très éloignés dans C, donc
il sera naturel de s’attendre à pouvoir étendre cette correspondance à tout S2 en faisant

correspondre N au point ∞ de CP1.

Figure 22. Projection stéréographique

Définition 6.1. La correspondance ainsi construite π : S2 → CP1 est appelée projec-

tion stéréographique.

Théorème 6.2. L’application π : S2 → CP1 est donnée par

π(X,Y, Z) =
X

1− Z
+ i

Y

1− Z
et son inverse est l’application π−1 : CP1 → S2 donnée par

π−1(x+ iy) =

(
2x

x2 + y2 + 1
,

2y

x2 + y2 + 1
,
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1

)
.

Démonstration. Soit P = (x, y, 0) dans C et P ′ = (X,Y, Z) dans S2 tel que π(P ′) =

P . Construisons les points auxiliaires

M = (x, 0, 0) , Q = (0, y, 0) , M ′ = (X, 0, Z) , Q′ = (0, Y, Z) , R = (0, 0, Z).

Par construction les triangles NRQ′ et NOQ sont similaires si bien que l’on a

NR

RQ′ =
NO

OQ
donc

1− Z
Y

=
1

y
.

Nous avons alors trouvé le terme imaginaire de la projection stéréographique

y =
Y

1− Z
.
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Figure 23. Calcul des coordonnées de π

De même les triangles NRM ′ et NOM sont similaires, ce qui implique

NR

RM ′ =
NO

OM
donc

1− Z
X

=
1

x
.

On a donc bien établi que

π(X,Y, Z) =
X

1− Z
+ i

Y

1− Z
.

On note que, selon cette formule, π(N) = π(0, 0, 1) =∞ comme voulu.

Pour ce qui est de l’application inverse, on écrit Y = y(1 − Z) et X = x(1 − Z). Comme

sur la sphère on a X2 + Y 2 + Z2 = 1, on trouve que

x2(1− Z)2 + y2(1− Z)2 + Z2 − 1 = 0.

On peut mettre (1− Z) en facteur et puisque ce terme est non-nul pour tout point de S2

autre que N , on en déduit que x2(1− Z) + y2(1− Z) + (1− Z)− 2 = 0 et donc

x2 + y2 + 1 =
2

1− Z
.
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Mais alors on trouve bien

X = x(1− Z) = 2x

x2 + y2 + 1

Y = y(1− Z) = 2y

x2 + y2 + 1

Z = 1− 2

x2 + y2 + 1
=
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1
.

ce qui conclut la preuve du théorème. □

Etudions maintenant la géométrie de la projection stéréographique. Notons premièrement

que toute droite dans C peut être étendue à une courbe fermée dans CP1 par l’ajout du

point à l’infini. Ceci est formalisé par la définition suivante :

Définition 6.3. Un cercle généralisé dans CP1 est soit un cercle de C ou une droite

de C à laquelle on a ajouté le point à l’infini.

Théorème 6.4. La projection stéréographique π : S2 → CP1 envoie les cercles sur S2

sur des cercles généralisés de CP1.

Démonstration. Un cercle de S2 est obtenu par l’intersection de S2 avec un plan de

R3 : X2 + Y 2 + Z2 = 1

aX + bY + cZ + d = 0.

Comme X = 2x/(x2+ y2+1), Y = 2y/(x2+ y2+1), Z = (x2+ y2− 1)/(x2+ y2+1), on a

2ax+ 2by + c(x2 + y2 − 1)

x2 + y2 + 1
+ d = 0

ce qui donne

(c+ d)x2 + (c+ d)y2 + 2ax+ 2by + (d− c) = 0.

Dans le cas où c + d = 0, on constate que l’équation aX + bY + cZ + d = 0 est satisfaite

par N = (0, 0, 1) et ainsi un cercle de S2 passant par N est envoyé par π sur un cercle

généralisé. Dans le cas où c+ d ̸= 0, on obtient que le cercle de S2 ne passe pas par N et

il est envoyé sur un cercle de C. □

Voyons l’effet de la projection stéréographique sur les angles entre les courbes :

Théorème 6.5. La projection stéréographique π : S2 → CP1 préserve la notion d’angle

non-orienté entre deux courbes.
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Démonstration. L’argument repose sur l’observation suivante : si L ⊂ C est une

droite (définissant un cercle généralisé de CP1 également noté L) et que {Pi} ⊂ L est une

suite de points se déplaçant vers l’infini sur L, alors on sait que {π−1(Pi)} → N ∈ S2. On

affirme que la tangente à la courbe π−1(L) en N est une droite de R3 qui est parallèle à L.

Le calcul précis peut être fait à partir de la formule

π−1(x+ iy) =

(
2x

x2 + y2 + 1
,

2y

x2 + y2 + 1
,
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1

)
pour la tangente (voir TP).

Soient donc C1 et C2 deux courbes dans C avec P ∈ C1∩C2. Appelons L1 et L2 la tangente à

chaque courbe en P . Les deux courbes sur S2 correspondant aux cercles généralisés définis

par L1 et L2 sont alors des cercles passant par N , en vertu du théorème précédent. Par

l’observation au début de la preuve, on sait que l’angle en N entre ces deux cercles est

égal à l’angle entre L1 et L2 en P . Aussi, les deux cercles s’intersectent en P ′ donné par

π(P ′) = P . Mais alors en utilisant les deux paires de tangentes en P ′ et N , on obtient un

quadrilatère symétrique par rapport à la bisectrice de NP ′ et donc les angles intérieurs

du quadrilatère en N et P ′ ont même valeur absolue. Mais alors ceci donne que l’angle

non-orienté entre C1 et C2 dans C a été préservée par π−1. Si ceci est vrai pour π−1, ce doit

être vrai pour son inverse, la projection stéréographique π : S2 → CP1. □

Figure 24. Effet de la projection stéréographique sur l’angle

7. Transformations de Möbius et groupe d’inversions

On a complété le plan C en CP1 = C ∪ {∞} et on a vu qu’une inversion initialement

donnée comme t : C − {z0} → C − {zo} peut alors être étendue à CP1 en envoyant z0 sur
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∞ et ∞ sur z0. Un autre avantage du plan complété CP1 est qu’une droite L à laquelle

on ajoute le point à l’infini devient un cercle généralisé le long duquel on peut définir une

application t : CP1 → CP1 de la façon suivante : pour A ∈ C, A′ = t(A) est obtenu en

considérant la réflexion dans C le long de la droite L, alors que t(∞) = ∞. L’inversion

généralisée ainsi construite

t(A) =

A′ A ∈ C

∞ A =∞

apparâıt réellement comme limite d’inversions dans CP1 le long de cercles de plus en plus

grands et centrés de plus en plus loin dans C. Notons que par ce qui précède, une in-

version t : CP1 → CP1 fixera ∞ si et seulement si t est une inversion le long d’un cercle

C = L ∪ {∞}. Par ailleurs on peut facilement montrer qu’une telle inversion envoie des

cercles généralisés sur des cercles généralisés.

Il est également intéressant de noter que les transformations usuelles introduites dans C
ont une extension naturelle à CP1 :

Translation : Tw(z) =

z + w

∞
Conjugaison : R(z) =

z̄∞
Rotation : θ(z) =

(cos θ + i sin θ)z

∞
Homothétie : Tα(z) =

αz∞
Dans chacun des cas ci-dessus, on note que le point∞ est fixé par la transformation de CP1

étendant celle de C. Ceci nous permet d’étendre la notion d’inversion définie sur C− {z0}
à une application t : CP1 → CP1 donnée par

t(z) =


r2

z−z0
+ z0 si z ̸= z0

∞ si z = z0

z0 si z =∞

Définition 7.1. Une transformation inversive est une application t : CP1 → CP1 qui

s’exprime comme composition d’inversions de CP1.
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Par construction, les transformations inversives préservent les angles entre les courbes à

signe près et envoient des cercles généralisés sur des cercles généralisés. Quelques manipu-

lations algébriques montrent par ailleurs que sous la composition, l’ensemble des transfor-

mations inversives de CP1 forme un groupe non-abélien.

Définition 7.2. Une transformation de Möbius est une application M : CP1 → CP1

donnée par

M(z) =
az + b

cz + d
,

où a, b, c, d ∈ C satisfont la condition ad− bc ̸= 0.

Cette condition ad−bc ̸= 0 est essentielle car autrement (a, b) et (c, d) seraient linéairement

dépendants et donc le quotient exprimant M(z) serait constant ! (Pourquoi exactement ?)

Notons par ailleurs que l’on a M(∞) = ∞ si c = 0, c’est à dire lorsque M est une

transformation affine étendue à CP1. Lorsque c ̸= 0, on a M(∞) = a/c et M(−d/c) =∞.

Proposition 7.3. Les transformations de Möbius sont des transformations inversives.

Elles préservent donc la valeur absolue des angles et la notion de cercle généralisé dans

CP1.

Démonstration. SoitM : CP1 → CP1 une transformation de Möbius telle que donnée

dans la définition. Dans le cas où c = 0, on a que M(z) = a
dz +

b
d est linéaire et l’on a

le résultat (voir TP). Si c ̸= 0, alors pour z ̸= −d/c on aura (notez le truc à la première

égalité !)

M(z) =
a(cz + d)− ad+ bc

c(cz + d)
=
a

c
−
(
ad− bc

c

)
1

cz + d
.

Alors si on définit les applications

t1(z) =

cz + d z ̸=∞

∞ z =∞

t2(z) =


1
z z ̸=∞

∞ z = 0

0 z =∞

t3(z) =

−ad−bc
c z + a

c z ̸=∞

∞ z =∞
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on a que t3 ◦ t2 ◦ t1 = M et ainsi M est transformation inversive. La seconde partie de la

Proposition découle de ce qui précède dans le chapitre. □

On peut représenter les transformations de Möbius par l’entremise des matrices de GL2(C)
de la façon suivante. On se souvient que CP1 = C2 − {O} / C∗ et le groupe GL2(C) agit
sur C2 − {O} tout simplement par (A, v) 7→ Av. Alors en considérant CP1 = C ∪ {∞} on
remarque que, pour A ∈ GL2(C), on peut définir[

A

(
z

1

)]
=

[(
a b

c d

)(
z

1

)]
=

[
az + b

cz + d

]
=

[
az+b
cz+d

1

]
.

De plus on a, pour c ̸= 0, [
A

(
1

0

)]
=

[(
a/c

1

)]
=M(∞)

ainsi que [
A

(
−d/c
1

)]
=

[(
−ad/c+ b

0

)]
=M(−d/c).

Si on a plutôt c = 0, alors on sait que M satisfait M(∞) =∞ on on a que[
A

(
1

0

)]
=

[(
1

0

)]
=M(∞).

On conclut de cette discussion que l’effet de A sur CP1 tel que défini ci-dessus est exacte-

ment le même que celui de la transformation de Möbius

z 7→ az + b

cz + d
.

On appelle alors la matrice A un représentant matriciel de la transformation de Möbius.

Notons que ce représentant n’est pas unique : λA est également représentant pour tout

λ ̸= 0. Ce qui veut dire que le groupe à considérer pour représenter de façon matricielle les

transformations de Möbius est en fait le groupe

PGL2(C) = GL2(C) / {λI | λ ∈ C∗}.

Ce point de vue est d’autant plus utile que l’on a le résultat suivant :

Proposition 7.4. Soient A1, A2 ∈ PGL2(C) représentant respectivement les trans-

formations de Möbius M1 et M2. Alors la matrice A1A2 représente la transformation de

Möbius M1 ◦M2.

Démonstration. Exercice. □
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Proposition 7.5. L’ensemble des transformations de Möbius muni de l’opération de

composition est un groupe isomorphe à PGL2(C).

Démonstration. (Idée) On peut soit montrer directement que l’opération de com-

position préserve la notion de transformation de Möbius, elle a pour élément neutre la

transformation identité et que chaque transformation de Möbius possède un inverse. Ou

alors on utilise la correspondance définie ci-dessus et la Proposition 7.4 pour exploiter le

fait que PGL2(C) est un groupe. □

On peut facilement montrer qu’il existe des transformations inversives qui ne sont pas

des transformations de Möbius. Néanmoins le lien entre les deux notions est très fort comme

le montrent les résultats suivants :

Proposition 7.6. Toute inversion généralisée t : CP1 → CP1 est de la forme t(z) =

M(z̄) où M est une transformation de Möbius.

Démonstration. Si t : CP1 → CP1 est une inversion généralisée qui provient d’une

réflexion le long d’une droite dans C, la classification des isométries de C nous dit il s’agit

d’une isométrie donnée par t(z) = az̄ + b et t(∞) = ∞. Dans ce cas la transformation de

Möbius recherchée est tout simplement

M(z) =
az + b

0z + 1
.

Dans le cas où t est plutôt une inversion le long d’un cercle, on sait que

t(z) =
r2

z − c
+ c =

r2 + c(z̄ − c̄)
z̄ − c̄

et donc la transformation de Möbius dont elle provient est

M(z) =
cz + (r2 − cc̄)

z − c̄
.

□

Théorème 7.7. Toute transformation inversive t : CP1 → CP1 s’exprime comme

t(z) =
az + b

cz + d
ou t(z) =

az̄ + b

cz̄ + d
,

avec la condition ad− bc ̸= 0.

Démonstration. On commence par faire l’observation que la composition de deux in-

versions généralisées est une transformation de Möbius, en utilisant la proposition précédente :

t1 ◦ t2(z) = t1(M2(z̄)) =M1(M2(z̄)) =M1M3(z),
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où la transformation de Möbius M3 est donnée par

M3(z) =
āz + b̄

c̄z + d̄
si M2(z) =

az + b

cz + d
.

De façon générale une transformation inversive sera exprimable comme t = t1 ◦ t2 ◦ ... ◦ tn,
où chaque ti est une inversion (1 ≤ i ≤ n). Si n est un entier pair, alors on écrit

t = (t1 ◦ t2) ◦ (t3 ◦ t4) ◦ ... ◦ (tn−1 ◦ tn)

où, par ce qui précède, chacune des compositions entre parenthèse sera une transformation

de Möbius et on a terminé. Si n est impair, alors pour R : CP1 → CP1 conjugaison dans

CP1, on peut écrire

t = (t1 ◦ t2 ◦ ... ◦ tn ◦R) ◦R.

Les termes entre parenthèses représentent un nombre pair d’inversions généralisées, donc

par la premier cas (n pair) il s’agit d’une transformation de Möbius M . On a alors t(z) =

M ◦R(z) =M(z̄) tel que voulu. □

8. Théorème fondamental de la géométrie inversive

La première observation à faire est que trois points distincts dans CP1 déterminent

complètement un cercle généralisé. En effet, si les 3 points sont alignés sur une droite L,

l’unique cercle généralisé les contenant est de la forme L ∪ {∞}. Autrement les 3 points

ne sont pas alignés et alors l’intersection des médiatrices de deux segments formés par ces

points donne l’unique centre possible pour tracer un cercle contenant les 3 points.

Théorème 6. (Théorème fondamental de la géométrie inversive)

Soient {z1, z2, z3} ∈ CP1 distincts et {w1, w2, w3} ∈ CP1 distincts. Alors il existe une

unique transformation de Möbius M : CP1 → CP1 telle que M(zi) = wi (1 ≤ i ≤ 3).

Démonstration. Pour l’existance, on construitM1 envoyant {z1, z2, z3} sur {0, 1,∞}
ainsi queM2 envoyant {w1, w2, w3} sur {0, 1,∞} auquel cas la transformationM−1

2 M1 sera

la transformation de Möbius recherchée. La construction deM1 ayant les propriétés voulues

repose sur l’observation que

M1(z) = λ
z − z1
z − z3

pour un λ ∈ C∗ quelconque satisfait M1(z1) = 0 et M1(z3) =∞. Alors en posant

M1(z) =
z2 − z3
z2 − z1

· z − z1
z − z3
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on obtient également que M1(z2) = 1. Notons que nous utilisons de façon cruciale le fait

que z1, z2 et z3 sont distincts pour la construction deM1 comme transformation de Möbius.

La construction de M2 est exactement pareille, en utilisant plutôt {w1, w2, w3}. On a alors

construit M =M−1
2 M1 telle que M(zi) = wi (1 ≤ i ≤ 3).

Pour l’unicité de la transformation de Möbius construite ci-dessus, on utilise le fait suivant :

il existe une unique transformation de Möbius N : CP1 → CP1 telle que N(0) = 0, N(1) =

1 et N(∞) =∞. En effet, si on pose

N(z) =
az + b

cz + d

alors N(0) = 0 donne b = 0, alors que N(∞) = ∞ donne c = 0, si bien que N(1) = 1

implique que a = d et on en conclut que N = IdCP1 . Revenons alors à la preuve de l’unicité

de M : si M ′ est aussi transformation de Möbius telle que M ′(zi) = wi (1 ≤ i ≤ 3) ,

on a alors que M2MM−1
1 et M2M

′M−1
1 sont deux transformations de Möbius envoyant

{0, 1,∞} sur {0, 1,∞}, si bien que M2MM−1
1 = M2M

′M−1
1 et donc M ′ = M tel que

voulu. □

Donnons une application simple de ce résultat fondamental. On cherche un critère

simple pour savoir si quatre points donnés {z1, z2, z3, z4} peuvent être sur un même cercle.

Utilisons le TFGI pour construire une transformation de MöbiusM envoyant {z1, z2, z3} sur
{0, 1,∞}. Puisque nous savons qu’une transformation de Möbius envoie cercles généralisés

sur cercles génénralisés, on a que z4 est sur l’unique cercle généralisé définit par {z1, z2, z3}
si et seulement si M(z4) est sur l’unique cercle généralisé contenant 0, 1 et ∞. Mais ce

dernier cercle est constitué de l’axe réel dans C auquel on a ajouté le point ∞. On a donc

trouvé que :

{z1, z2, z3, z4} sont sur un même cercle ⇐⇒ M(z4) est réel.

9. Lien entre géométries inversive, euclidienne et affine

On se souvient qu’en Géométrie euclidienne du plan R2 les transformations considérées

sont de la forme φ : R2 → R2 données par φ(u) = Au + b où A ∈ O(2) est une transfor-

mation orthogonale et b ∈ R2 un vecteur permettant une translation. Ces transformations

euclidiennes préservent les listances entre les points de R2 ainsi que les angles entre vecteurs.
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Une généralisation de la Géométrie euclidienne est la Géométrie affine : les transformations

affines de R2 sont données sous la forme φ(u) = Au+ b, mais cette fois on a A ∈ GL2(R).
Les transformations affines ne préservent par les distances, ni les angles entre vecteurs.

Le fait que la Géométrie euclidienne apparaisse comme un cas particulier de la Géométrie

affine s’exprime alors tout simplement par l’inclusion de groupes O(2) ⊂ GL2(R).
Nous avons vu au cours de ce chapitre que toute isométrie de C est composition de réflexions

dans C. En complétant C en CP1 = C∪ {∞}, on a vu que la notion de réflexion peut être

interprétée comme une inversion le long d’un cercle généralisé. Ceci nous permet de voir

la Géométrie euclidienne du plan complexe comme un cas particulier de la Géométrie in-

versive : les transformations euclidiennes apparaissent parmi les transformations inversives

fixant le point ∞. Les observations précédentes nous indiquent que la Géométrie eucli-

dienne peut être généralisée de deux façons. Notons que ces deux façons sont bel et bien

distinctes : les inversions ne sont pas des transformations affines de R2 et, inversement, il

existe des transformations affines de R2 qui ne préservent pas les angles absolus ce qui les

empêchent clairement d’être des transformations inversives.





Chapitre 4

Introduction à la Géométrie hyperbolique

1. Constructions de base

Dans ce chapitre nous esquissons les fondements de la Géométrie hyperbolique en ex-

ploitant les outils développés au chapitre précédent sur la Géométrie inversive. Toujours

selon l’approche de Klein des géométries, nous commençons par introduire l’espace sur

lequel nous travaillerons : le disque de Poincaré

D = {z ∈ C | |z| < 1}.

Il importe de noter que D ⊂ C ne contient pas le cercle unité C = {z ∈ C | |z| = 1} du

plan complexe C. Même si ce cercle C n’est pas dans le disque de Poincaré il sera utilisé à

profusion, comme par exemple dans la définition suivante :

Définition 1.1. Une droite hyperbolique dans le disque de Poincaré D est une partie

d’un cercle généralisé dans C qui intersecte C à angle droit.

Une telle droite hyperbolique ℓ a donc deux points frontière sur le cercle unité, mais ces

points ne sont pas dans D. Par ailleurs notons que dans l’espace D ⊂ C nous avons

maintenant deux notions de droite : une droite euclidienne provenant de la restriction àD de

la notion de droite rencontrée au début du cours, ainsi que la notion de droite hyperbolique

introduite ci-dessus. Un exercice de géométrie élémentaire permet de montrer que les seules

droites euclidiennes qui sont également des droites hyperboliques sont les diamètres de C.

Proposition 1.2. Une droite hyperbolique ℓ de D provenant d’un arc de cercle C ne

peut pas passer par l’origine O ∈ D.

Démonstration. Soit ℓ′ la droite tangente à ℓ en un point frontière de ℓ sur le cercle

unité C. Comme la droite ℓ′ y intersecte C à angle droit, on sait que ℓ′ est un diamètre de

C et passe donc par l’origine O. Comme la droite tangente ℓ′ n’intersecte l’arc de cercle ℓ

qu’en un seul point (pourquoi ?), on a bien que O ∈ ℓ′ ne peut pas appartenir à la droite

hyperbolique ℓ. □

81
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Une observation simple mais utile, conséquence de cette proposition, est que pour toute

droite hyperbolique ℓ provenant d’un arc de cercle du plan C, il existe toujours un diamètre

de C n’intersectant pas la droite ℓ, en fait il en existe même une infinité.

Par ailleurs, pour une droite hyperbolique ℓ provenant d’un cercle de C avec points

frontière P et Q, si l’on considère leurs tangentes respectives ℓP et ℓQ à C, alors on a que

R = ℓP ∩ ℓQ est un point du plan C à l’extérieur de D.

En Géométrie hyperbolique la notion de parallélisme est un peu plus subtile qu’en

Géométrie euclidienne comme le montre la définition suivante :

Définition 1.3. Deux droites hyperboliques ℓ1 et ℓ2 sont dites parallèles si ℓ1 ∩ ℓ2 ∈ C
et elles sont dites absolument parallèles si ℓ1 ∩ ℓ2 = ∅.

En ayant en tête ce qui a été vu aux chapitres sur les Géométries affine et projective,

il y a une analogie à faire entre le parallélisme euclidien et hyperbolique : dans le cas eu-

clidien, deux droites distinctes qui sont parallèles ne se rencontrent pas dans le plan R2,

mais une fois le plan complété en RP2, il y a une intersection (à l’infini) entre ces deux

droites parallèles. La situation est analogue pour les droites hyperboliques parallèles : elles

ne s’intersectent pas dans le disque de Poincaré D, mais ont en commun un point situé sur

le “cercle à l’infini” C. Par contre, la notion de parallélisme absolu que nous venons d’in-

troduire en Géométrie hyperbolique n’a pas d’analogue en Géométrie affine ou euclidienne.

Le résultat suivant est simple à démontrer, mais il est fondamental pour explorer les

transformations de D qui seront considérées en Géométrie hyperbolique.

Théorème 1.4. Soit ℓ une droite hyperbolique provenant d’un arc de cercle C dans

C. Alors l’inversion r dans C le long de C envoie le cercle C sur lui-même et le disque de

Poincaré D sur lui-même.

Démonstration. Posons C ∩ C = {A,B}. Par construction ces deux points A et B

sont fixés par l’inversion. On sait de plus que l’inversion préserve la notion d’angle droit,

donc r(C) est un cercle rencontrant r(C) = C à angle droit en A et B. Comme un tel

cercle est unique, on a bien r(C) = C. Une fois que l’on sait ceci, l’image r(D) est soit à

l’intérieur de C soit à l’extérieur de C. Comme les points de ℓ sont envoyés sur eux-mêmes

par l’inversion r, on a bien r(D) = D. □
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Il y a alors une analogie à faire avec la notion de réflexion le long d’une droite en

Géométrie euclidienne. La réflexion euclidienne le long d’un axe R fixe celui-ci et envoie

un demi-plan bordé par R sur l’autre demi-plan bordé par R. Dans le cas d’une inversion

le long d’un arc de cercle C rencontrant C à angle droit, l’arc sépare D en deux régions et

la réflexion envoie l’une sur l’autre. Ceci motive la définition suivante :

Définition 1.5. Une réflexion hyperbolique r : D → D le long d’une droite hyperbolique

ℓ est la restriction à D d’une inversion le long d’un cercle généralisé de C.

Par construction l’inverse d’une réflexion hyperbolique r satisfait r−1 = r et donc l’inverse

d’une réflexion hyperbolique est une réflexion hyperbolique. Notons aussi que dans cette

définition de réflexion hyperbolique, le cas d’une droite hyperbolique passant par O (donc

d’une droite euclidienne passant par O) correspond à une réflexion euclidienne le long de

la droite.

Définition 1.6. Le groupe des transformations hyperboliques de D est le groupe en-

gendré par les réflexions hyperboliques sous composition.

Pour la notion d’angle en Géométrie hyperbolique, nous allons utiliser la notion d’angle

euclidien rencontrée précédemment : si deux droites hyperboliques ℓ1 et ℓ2 s’intersectent

en un point P , on définit l’angle entre ℓ1 et ℓ2 comme étant l’angle euclidien entre leurs

tangentes respectives. Ce qui a été fait au chapitre sur la Géométrie inversive permet alors

de démontrer facilement le résultat suivant.

Théorème 1.7. Les transformations hyperboliques préservent la notion de droite hy-

perbolique et l’angle (absolu) entre deux droites hyperboliques.

2. Quelques résultats élémentaires

Dans cette section nous obtenons des versions en Géométrie hyperbolique de divers

résultats en Géométrie euclidienne élémentaire. Notons en premier lieu le rôle particulier

de l’origine O dans le disque de Poincaré D : pour ce point on obtient directement qu’il y a

une infinité de droites hyperboliques y passant : en effet, tout diamètre de D est une droite

hyperbolique passant par O. De même, si l’on considère un point quelconque A distinct de

l’origine O dans D, il existe une unique droite hyperbolique ℓ passant par O et A... l’unique

diamètre de D passant par O et A !
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Lemme 2.1. (Lemme de l’origine) Si A ∈ D est un point quelconque, alors il existe une

droite hyperbolique ℓ telle que la réflexion hyperbolique le long de ℓ envoie A sur l’origine

O.

Démonstration. On veut trouver un cercle C de centre R intersectant C à angle droit

en deux points P et Q et la condition r(A) = O sur l’inversion r le long du cercle C de

centre R signifie alors que RA ·RO = RP 2.

Par Pythagore, l’angle droit requis en P donne RP 2 +OP 2 = RO2. Comme OP = 1 on a

RP 2 = RO2− 1 et la condition cherchée est que RO · (RO−RA) = 1. Ceci équivaut à dire

que RO ·OA = 1 ce qui est exactement la condition d’une inversion le long de C envoyant

A sur R. Donc la droite hyperbolique recherchée est obtenue à partir de l’unique cercle C

centré sur la droite OA intersectant C à angle droit. □

Nous pouvons exploiter le Lemme de l’origine pour construire une infinité de droites hy-

perboliques passant par un point quelconque A ∈ D du disque de Poincaré :

Théorème 2.2. Par chaque point A ∈ D du disque de Poincaré, il passe une infinité

de droites hyperboliques.

Démonstration. Comme une transformation hyperbolique envoie une droite hyper-

bolique sur une droite hyperbolique, si l’on considère r : D → D envoyant A sur O, alors

pour la famille infinie de droites {ℓθ | θ ∈ [0, 2π)} passant par O = r(A) et indexée par

l’angle à l’origine, on a que la famille {r−1(ℓθ) | θ ∈ [0, 2π)} est une famille infinie (pourquoi

exactement ?) de droites hyperboliques passant par A = r−1(O). □

Comme pour les autres géométries rencontrées précédemment dans le cours, on a le

résultat suivant :

Théorème 2.3. Soient A,B ∈ D deux points distincts. Alors il passe une unique droite

hyperbolique ℓ par ces deux points.

Démonstration. Soit r : D → D envoyant A sur O et posons B′ = r(B). On sait

qu’une droite hyperbolique passant par le centre de D est forcément un diamètre ℓ′ du

disque de Poincaré D et que cette droite est unique. Il s’en suit que ℓ = r−1(ℓ′) est l’unique

droite hyperbolique passant pas A et B. □

Proposition 2.4. Soient A ∈ ℓ1 ⊂ D et B ∈ ℓ2 ⊂ D deux points quelconques, chacun

sur une droite hyperbolique. Alors il existe une transformation hyperbolique r : D → D telle

que r(A) = B et r(ℓ1) = ℓ2.
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Démonstration. Voir TP. □

Par ailleurs le Lemme de l’origine permet de donner une caractérisation des droites

absolument parallèles dans le disque de Poincaré D :

Théorème 2.5. Deux droites hyperboliques distinctes ℓ1 et ℓ2 ont une (unique) droite

perpendiculaire en commun si et seulement si les deux droites sont absolument parallèles.

Démonstration. Soient ℓ1 et ℓ2 avec A1 ∈ ℓ1 et A2 ∈ ℓ2 des points définissant

une droite hyperbolique A1A2 perpendiculaire aux deux droites. Sans perte de généralité

plaçons A1 à l’origine si bien que ℓ1 est un diamètre, de même que la droite A1A2. Par

hypothèse ℓ2 passe par A2 et est orthogonale à A1A2. Il s’agit donc d’un (arc de) cercle de

centre sur A1A2 intersectant le cercle à l’infini C à angle droit et donc on a bien ℓ1 et ℓ2

absolument parallèles. L’autre direction est laissée en exercice. □

Par analogie avec la situation en Géométrie euclidienne, où l’on avait la notion de

points l’un et l’autre symétriques par rapport à une droite euclidienne, on peut dire que A

et B sont symétriques par rapport à la droite hyperbolique ℓ si l’inversion le long du cercle

(généralisé) défini par ℓ envoie A sur B. On peut alors naturellement se demander si cette

propriété est préservée sous transformation hyperbolique : si A et B sont symétriques par

rapport à ℓ et que r : D → D est une transformation hyperbolique quelconque, est-ce que

les points A′ = r(A) et B′ = r(B) sont symétriques par rapport à la droite hyperbolique

ℓ′ = r(ℓ) ? Montrez que c’est bien le cas.

3. Lien entre les transformations hyperboliques et de Möbius

Dans cette section nous développons le côté algébrique des transformations hyper-

boliques pour caractériser complètement quelles transformations de Möbius leur corres-

pondent.

Soit ℓ une droite hyperbolique dans D avec points frontière P et Q sur le cercle unité

C. Supposons que ℓ est un arc de cercle C de centre S = a + ib = α et de rayon r. Par

construction on a |α| > 1. L’angle en P entre les cercles C et C est un angle droit, donc on

a que le triangle OPS est rectangle en P , si bien que SP 2 + PO2 = SO2. Autrement dit,

on la relation r2 + 1 = αᾱ, ou encore r2 − αᾱ = −1.
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On se souvient du dernier chapitre que l’inversion t : C− {α} → C− {α} le long du cercle

C est donnée par

t(z) =
r2

z − α
+ α (z ̸= α).

La restriction de cette inversion à D définit la réflexion hyperbolique le long de la droite ℓ

ρ : D → D donné par

ρ(z) =
r2

z − α
+ α

=
r2 + α(z̄ − ᾱ)

z − α

=
αz̄ − 1

z̄ − ᾱ
.

En d’autres termes, on a ρ = M ◦R, où R(z) = z̄ est la conjugaison et M est la transfor-

mation de Möbius donnée par

M(z) =
αz − 1

z − ᾱ
.

Ceci nous permet d’affirmer que les réflexions hyperboliques sont obtenues à partir de

certaines transformations de Möbius et de la conjugaison complexe. Notons également au

passage que ce lien aux transformations de Möbius permet de donner une nouvelle preuve

du Lemme de l’origine, en exploitant le TFGI (donnez les détails par vous-même).

Regardons algébriquement ce qui se passe lorsque l’on compose deux réflexions hyper-

boliques : si

ρ(z) =
αz̄ − 1

z̄ − ᾱ
et σ(z) =

βz̄ − 1

z̄ − β̄
sont des réflexions hyperboliques, alors on obtient alors facilement la formule

σ ◦ ρ(z) = (ᾱβ − 1)z + α− β
(ᾱ− β̄)z + αβ̄ − 1

.

Première observation : la composition de deux réflexions hyperboliques n’est pas une

réflexion hyperbolique, mais plutôt une transformation de Möbius de type

M(z) =
az + b

b̄z + ā
.

Il est facile de voir que la composition de deux transformations de Möbius de ce type est

à nouveau du même type. De manière réciproque, on établit ci-dessous que toute transfor-

mation de Möbius de la forme

M(z) =
az + b

b̄z + ā
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satisfaisant |b| < |a| (pour envoyer O dans le disque de Poincaré D !) correspond à une

composition de deux réflexions hyperboliques. En fait, nous avons le :

Théorème 3.1. Toute transformation hyperbolique est composition d’au plus trois

réflexions hyperboliques.

Démonstration. La preuve fait intervenir une analyse de ce qui se passe pour les

transfomations de Möbius de type

M(z) =
az + b

b̄z + ā
(|a| > |b|).

Cas I : M(O) = O

Dans ce cas on obtient b = 0 = b̄ et donc M s’exprime comme

M(z) =
a

ā
z.

Comme on a ∣∣a
ā

∣∣ = 1

la transformation M est une rotation euclidienne dans le disque de Poincaré D et on sait

exprimer ceci comme composition de deux réflexion axiales de D.

Cas II : M(O) ̸= O

Dans ce cas, nous allons construire une réflexion hyperbolique ρ : D → D telle que M ◦ ρ
soit également réflexion hyperbolique. On aura alors M = (M ◦ ρ) ◦ ρ−1 produit de deux

réflexions hyperboliques.

Soit ρα(z) =M ′
α ◦R(z) où R(z) = z̄ et

M ′
α =

αz − 1

z − ᾱ
.

En notation matricielle on a alors

MM ′
α =

(
a b

b̄ ā

)(
α −1
1 −ᾱ

)
=

(
αa+ b −(ᾱb+ a)

αb̄+ ā −(ᾱā+ b̄)

)
On a alors

M ◦ ρα(z) =M ◦M ′
α ◦R(z) =

(aα+ b)z̄ − (ᾱb+ a)

(αb̄+ ā)z̄ − (āᾱ+ b̄)
.
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La condition M(O) ̸= O signifie que b ̸= 0, si bien que parmi la famille M ′
α, on peut choisir

la valeur α = − a/b. Ce choix rend le dénominateur ci-dessus constant, nous ramenant au

cas précédent pourM ◦ρ (iciM ◦ρ (O) = O). Est-ce que ρ est réflexion hyperbolique ? Oui,

car la condition |a| > |b| implique que |α| > 1 tel que requis. On a alors queM = (M◦ρ)◦ρ−1

est composition de deux réflexions hyperboliques.

Concluons maintenant la preuve du théorème : on sait qu’une transformation hyperbolique

quelconque est de la forme M(z) ou encore M ◦ R(z). Comme R(z) = z̄ est réflexion

hyperbolique le long de l’axe réel de D, on obtient bien le résultat. □

Ceci mène à définir, comme nous l’avons fait en Géométrie inversive, deux types de

transformations hyperboliques :

(1) directes (celles préservant les angles) ;

(2) indirectes (celles préservant seulement la valeur absolue des angles).

Le théorème précédent nous permet d’exprimer les transformations du type (1) comme

r2 ◦ r1 composition de deux réflexions hyperboliques. On peut distinguer trois cas pour les

droites hyperboliques ℓ1 et ℓ2 définissant respectivement les réflexions hyperboliques r1 et

r2 :

(1a) ℓ1∩ ℓ2 = {A}. Dans ce cas A est l’unique point fixe de la transformation hyperbolique

r2 ◦ r1. Par analogie avec ce qui se passe en Géométrie euclidienne, on appelle r2 ◦ r1 une

rotation hyperbolique.

(1b) ℓ1 et ℓ2 sont absolument parallèles. Dans ce cas r2 ◦ r1 ne fixe aucun point de D. Par
analogie avec la situation euclidienne, on appelle r2 ◦ r1 une translation hyperbolique.

(1c) ℓ1 et ℓ2 sont parallèles. Comme pour le cas précédent il n’y a aucun point fixe dans

D, mais il s’agit en quelque sorte d’un cas limite : si on déplace légèrement une dex droites

par une transformation hyperbolique, on retombe sur les cas (1a) ou encore (1b)

4. Forme canonique d’une transformation hyperbolique directe

Nous avons établi précédemment qu’une transformation hyperbolique directe est de la

forme

M(z) =
az + b

b̄z + ā
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avec la condition |b| < |a|. En particulier on a a ̸= 0, ce qui permet d’écrire

M(z) =
a
āz +

b
ā

1− b̄
āz

=
a

ā

(
z − (− b

a)

1− ( b̄ā)z

)
.

Nous avons ainsi obtenu la forme canonique d’une transformation hyperbolique directe

comme

M(z) = K
z −m
1−mz

où l’on a |K| = 1 et |m| < 1.

Dans cette forme canonique, on constate que m ∈ D et on obtient explicitement les trans-

formations hyperboliques directes qui envoient m sur O puisque

M(m) = K
m−m
1−mm︸ ︷︷ ︸

̸= 0

= 0

Grâce à la forme canonique, on peut déterminer complètement les transformations

hyperboliques directes qui fixent O : la condition M(O) = O nous dit que M(z) = K z,

c’est-à-dire qu’il s’agit d’une rotation euclidienne du plan restreinte au disque de Poincaré

D.
Ceci donne une approche pour déterminer les transformations hyperboliques directes

envoyant un point quelconque p ∈ D sur un autre point quelconque q ∈ D : Soient M1

envoyant p sur O et M2 envoyant q sur O déterminées par l’argument ci-dessus. Alors on

aura que M =M−1
2 ◦M1 envoie p sur q. Explicitement, on a

M1(z) = K1
z − p
1− p̄z

et M2(z) = K2
z − q
1− q̄z

.

L’inverse de M2 est facilement calculé comme

M−1
2 (z) =

1

K2

z + q

1 + q̄z
.

En utilisant la représentation matricielle des transformations de Möbius, on calcule alors

M =M−1
2 ◦M1 =

(
1/K2 q/K2

q̄ 1

)(
K1 −K1p

−p̄ 1

)
=

(
K1/K2 − qp̄/K2 q/K2K1 − p/K2

K1q̄ − p̄ 1−K1pq̄

)
,

ce qui donne finalement

M(z) =
K1

K2

(1− qp̄)z + (q − p)
(q̄ − p̄)z + (1− pq̄)

.
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5. Distance et trigonométrie hyperbolique

On se souvient que la distance euclidienne dans le plan complexe C s’exprime pour

z1, z2 ∈ C quelconques comme

deuclide(z1, z2) = |z1 − z2|.

En particulier, ceci induit une distance euclidienne sur le disque de Poincaré D. Dans cette

section, nous définissons une autre notion de distance sur D. On rappelle qu’en Analyse,

une distance ou métrique sur un ensemble X est une application d : X ×X → R satisfai-

sant :

(1) d(x, y) ≥ 0 avec d(x, y) = 0 si et seulement si x = y ;

(2) d(x, y) = d(y, x) ;

(3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

pour des éléments quelconques x, y, z ∈ X.

Il est facile de voir que la distance euclidienne satisfait bien les conditions (1)–(3) et, de

plus, la condition d’égalité dans (3) (i.e. |x−y| = |x−z|+ |z−y|) signifie géométriquement

que x, y et z sont sur une même droite du plan.

Définition 5.1. La distance hyperbolique sur le disque de Poincaré D est

d(z1, z2) = tanh−1

(∣∣∣∣ z2 − z11− z1z2

∣∣∣∣).
Il est utile de rappeler ici que la fonction tangente hyperbolique tanh: R → (−1, 1) est

donnée par

tanh(x) =
ex − e−x

ex + e−x
.

Il s’agit d’une fonction bijective, si bien qu’elle admet une fonction inverse

tanh−1 : (−1, 1)→ R

utilisée dans la définition ci-dessus de la distance hyperbolique. Le lecteur ou la lectrice

perspicace pourra remarquer qu’il ne découle pas directement de la définition ci-dessus que

la fonction d(z1, z2) est bel et bien une distance sur D. Nous y reviendrons, mais nous avons

besoin de quelques idées préalables.

Notons, en particulier, que l’on a

d(O, z) = tanh−1(|z|)
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où l’on constate que le membre de droite ne dépend que de |z|. Autrement dit, cette quan-

tité est invariante sous rotation autour de l’origine O.

Contrairement à la distance euclidienne qui est indépendante de l’endroit autour du-

quel on se situe, la distance hyperbolique varie en fonction des points choisis dans le disque

de Poincaré D. Près de 0 ∈ R on a l’approximation tanhx ≃ x et donc tanh−1 x ≃ x

également. Ceci signifie que, près de O ∈ D, on a l’approximation tanh−1(|z|) ≃ |z| et donc
la distance hyperbolique est approximativement donnée par la distance euclidienne près

de O. A l’inverse, près du cercle unité C dans le plan complexe, la valeur de d(O, z) tend

vers l’infini, si bien que, pour la distance hyperbolique, les points de D proches du bord

apparaissent comme extrêmement éloignés de l’origine O.

On peut se poser la question du lien entre les objets géométriques euclidiens et hy-

perboliques. Considérons par exemple la notion de cercle. Un cercle hyperbolique est un

ensemble {z ∈ D | d(c, z) = r} où c est le centre et r le rayon du cercle. Dans le cas d’un

cercle hyperbolique centré en O on a

{z ∈ D | d(O, z) = r | d(O, z) = r} = {z ∈ D | tanh−1(|z|) = r} = {z ∈ D | |z| = tanh r}.

Mais cette dernière équation est celle d’un cercle euclidien dans C. Nous verrons, en fait,

que ceci est une propriété générale.

Théorème 5.2. Le disque de Poincaré D muni de la distance hyperbolique est un espace

pour lequel les transformations hyperboliques sont des isométries :

d(M(z1),M(z2)) = d(z1, z2).

Démonstration. Définissons l’expression

R(z1, z2) =

∣∣∣∣ z2 − z11− z̄1z2

∣∣∣∣
si bien que la distance hyperbolique s’exprime comme

d(z1, z2) = tanh−1(R(z1, z2)).

Il suffit alors de montrer que l’on a R(M(z1),M(z2)) = R(z1, z2) pour établir le théorème.
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Nous construisons les applications auxiliaires suivantes M1 et M2 sur le disque de

Poincaré D :

M1(z) =
z − z1
1− z1z

,

satisfaisant M1(z1) = 0 ainsi que

M1(z2) =
z2 − z1
1− z1z2

.

De même on pose

M2(z) =
z −M(z1)

1−M(z1)z

satisfaisant M2(M(z1)) = 0 et

M2(z2) =
M(z2)−M(z1)

1−M(z1)M(z2)
.

Formons la composition M2 ◦M ◦M−1
1 : D → D. On aura alors

M2 ◦M ◦M−1
1 (O) =M2 ◦M(z1) =M2(M(z1)) = O.

Aussi

M2 ◦M ◦M1
1

(
z2 − z1
1− z1z2

)
=M2 ◦M(z2) =M2(M(z2)) =

M(z2)−M(z1)

1−M(z1)M(z2)
.

On se souvient que la conditionM2◦M ◦M−1
1 (O) = O implique queM2◦M ◦M−1

1 (z) = a
ā z

est une rotation autour de O, si bien que le module est préservé. Donc on obtient∣∣∣∣ M(z2)−M(z1)

1−M(z1)M(z2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ z2 − z11− z1z2

∣∣∣∣
ce qui signifie que l’on a bien R(M(z1),M(z2)) = R(z1, z2) et M préserve la distance

hyperbolique.

□

Ce résultat peut être utilisé pour établir que les notions de cercles euclidien et hyperbolique

sont les mêmes :

D’une part le théorème précédent nous dit que l’image d’un cercle hyperbolique sous une

transformation hyperbolique M est à nouveau un cercle hyperbolique. Soit donc K un

cercle hyperbolique de centre m ̸= O dans le disque D ayant un diamètre ab contenu sur
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la droite Om. Considérons alors C le cercle euclidien ayant également ab comme diamètre,

qui est donc centré en p unique point sur ab à égale distance euclidienne de a et de b. Notre

but est de montrer que C = K.

Soit M transformation hyperbolique telle que M(m) = O et posons C′ = M(C) ainsi que

K ′ =M(K). Comme C′ est centré en O, on sait qu’il s’agit à la fois d’un cercle hyperbolique

et d’un cercle euclidien. Puisque M préserve les angles (absolus) et comme K intersecte ab

à angle droit en a et b, on a également que le cercle M(K) intersecte a′b′ à angle droit en

a′ =M(a) et b′ =M(b). On a donc que a′b′ est un diamètre à la fois de M(K) et de C′ et
donc M(K) = C′ =M(C), ce qui donne bien K = C.
Le même type d’argument permet de montrer que si K est un cercle euclidien de centre

p ̸= O de diamètre ab alors le cercle hyperbolique C passant par a et b de centre l’unique

point p sur ab à égale distance hyperbolique de a et b satisfait C = K.

Théorème 5.3. La fonction

d(z1, z2) = tanh−1

(∣∣∣∣ z2 − z11− z1z2

∣∣∣∣)
est une distance sur le disque de Poincaré D.

Démonstration. Les deux premières conditions pour avoir une distance découlent di-

rectement de la définition et de la fonction tangente hyperbolique. Il reste alors à démontrer

l’inégalité du triangle

d(z1, z3) + d(z3, z2) ≥ d(z1, z2).

SoitM : D → D transformation hyperbolique telle queM(z1) = O,M(z2) = B etM(z3) =

C. Considérons C1 cercle hyperbolique de centre B et passant par C ainsi que C2 cercle

hyperbolique de centre O et passant par C. Soient alors P = C1∩OB et Q = C2∩OB. Par

construction d(O,P ) = d(O,C) et d(B,P ) = d(B,C). Comme ces deux cercles C1 et C2
sont aussi des cercles euclidiens, avec centres respectifs sur OB, et puisqu’ils s’intersectent

par construction, on aura alors

d(O,C) + d(C,B) = d(O,Q) + d(P,B) ≥ d(O,Q) + d(Q,B) = d(O,B).

Comme M est une isométrie pour d, on a bien le résultat demandé. □

6. Quelques théorèmes géométriques

De la même manière qu’en Géomérie euclidienne où les triangles sont parmi les pre-

miers objets étudiés, on a ici la notion de triangle hyperbolique dans le disque de Poincaré,
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une figure constituée de trois morceaux de droites hyperboliques ℓ1, ℓ3 et ℓ3 s’intersectant

par paires en trois points distincts A, B et C de D. Comme en Géométrie euclidienne, on

dénote un tel triangle hyperbolique par ABC.

Il est utile de remarquer que dans un triangle hyperbolique, au plus deux côtés peuvent

être des diamètres dans D, le ou les autres côtés étant des arcs de cercle ayant un angle

droit avec le cercle à l’infini de D.

Une des manifestations de la différence importante entre Géométrie hyperbolique et eucli-

dienne est le fait suivant :

Théorème 6.1. La somme des angles intérieurs d’un triangle hyperbolique est toujours

inférieure à π.

Démonstration. SoitABC un triangle hyperbolique quelconque. A l’aide d’une trans-

formation hyperbolique M : D → D (qui ne change pas la valeur de chaque angle absolu)

on se ramène au triangle OB′C ′. Les droites hyperboliques AB et AC sont envoyées par

M sur OB′ et OC ′, qui sont des diamètres de D, donc des arcs de droites euclidiennes,

alors que le côté B′C ′ ne sera pas, quant à lui, un arc de droite euclidienne.

En comparant les angles des triangles hyperbolique et euclidien ainsi définis par les trois

points O, B′ et C ′, on obtient bien le résultat annoncé en se rappelant que la somme des

angles intérieurs d’un triangle euclidien est exactement π. □

Corollaire 6.2. La somme des angles intérieurs d’un quadrilatère hyperbolique est

toujours inférieure à 2π.

Démonstration. (Idée) Sans perte de généralité supposez que pour le quadrilatère

ABCD, B et D soient sur un diamètre de D et appliquez le théorème précédent aux

triangles ABD et CBD. □

Théorème 6.3. Soit ABC un triangle hyperbolique avec ÂBC = ÂCB. Alors AB et

AC ont même longueur.

Démonstration. (Idée) On se ramène au cas particulier où BC est un diamètre de

D dont la bisectrice ℓ passe par l’origine O. Alors la réflexion hyperbolique le long de ℓ

envoie B sur C et vice versa. Soient A et A′ image l’un de l’autre sous cette réflexion. La

réflexion préserve les angles, donc on a Â′BC = ÂCB = ÂBC et on sait que A′ est sur la

droite AB. De même on a Â′CB = ÂBC = ÂCB et ainsi A′ est sur la droite AC. Ceci
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permet de conclure que A′ ∈ AB ∩ AC et donc A′ = A et que ce point se trouve sur la

bisectrice ℓ donnant bien AB et AC de même longueur. □

Il y a en fait bien d’autres propriétés partagées par ces deux géométries, mais tournons-

nous plutôt vers une autre différence marquante. En Géométrie euclidienne, posséder

les mêmes angles n’implique pas la congruence de deux triangles. Par exemple, des tri-

angles reliés par une homothétie ont des angles intérieurs identiques. La situation est

complètement différente en Géométrie hyperbolique :

Théorème 6.4. Deux triangles hyperboliques ABC et A′B′C ′ sont congruents, c’est-à-

dire qu’il existe une transformation hyperbolique amenant l’un sur l’autre, si et seulement

s’ils ont les mêmes angles.

Démonstration. (Idée) Une direction est immédiate puisque les transformations hy-

perboliques préservent les angles.

Réciproquement, supposons que les trianglesABC etA′B′C ′ ont les mêmes angles. Dénotons

par α, β, γ respectivement les angles en A, B et C (et donc en A′, B′ et C ′).

On se ramène sans perte de généralité au cas où A = O = A′ et B′ est sur AB, si bien que

les côtés des deux triangles sont tous des arcs de droite sauf pour BC et B′C ′. Comme on

a B̂AC = B̂′A′C ′ on aura également C ′ sur la droite AC.

Il s’agit alors d’exclure divers cas de figure :

(1) Si le triangle ABC est strictement contenu dans A′B′C ′ avec B ̸= B′ et C ̸= C ′,

alors le quadrilatère BB′C ′C a pour somme d’angles internes

(π − β) + β + γ + (π − γ) = 2π

ce qui est une contradiction.

(2) Si ABC est strictement contenu dans A′B′C ′ avec B ̸= B′ mais C = C ′, alors le

triangle BB′C a pour somme d’angles internes

(π − β) + β + γ = π + γ > π

encore une contradiction.

(3) Si on a finalement BC ∩B′C ′ = {X}, alors la somme des angles internes de chacun

des triangles XBB′ et XCC ′ sera plus grande que π, dernière contradiction.

Au final, on doit donc avoir B = B′ et C = C ′ et les triangles sont congruents tel que

voulu. □
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7. Un autre modèle pour la Géométrie hyperbolique

Le disque de Poincaré D introduit précédemment pour faire de la Géométrie hyperbo-

lique n’est pas le seul espace qui peut être considéré à ces fins. Voici un autre modèle dit

du demi-plan : Soit

H2 = {z ∈ C | Im(z) > 0}.

Il s’agit d’un demi-plan ouvert dans le plan complexe C, mais selon la tradition on l’appelle

le plan hyperbolique.

Dans H2 les droites hyperboliques viennent en deux types :

- les droites euclidiennes verticales ;

- les demi-cercles euclidiens centrés sur l’axe réel dans C.

Notons immédiatement que dans les deux cas, l’intersection avec l’axe réel est toujours à

angle droit, exactement comme nous l’avions requis dans le modèle provenant du disque

de Poincaré. Bien que les deux modèles semblent fort différents, ils sont en fait reliés par

la proposition suivante :

Proposition 7.1. La transformation de Möbius

M : z 7→ i
1 + z

1− z
envoie D sur H2 de manière bijective et bicontinue.

Démonstration. Si on regarde pour un z quelconque de D, satisfaisant donc |z| < 1,

l’image sous M satisfait

Im

(
i
1 + z

1− z

)
= Im

(
i
(1 + z)(1− z̄)
|1− z|2

)
=

1− zz̄
|1− z|2

> 0.

Donc on a bien M : D → H2 □
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